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20 世纪 80 年 代 ( 特 别 是 90 年代; 以 来 ,很 多 物理 学 家 和 数学 
家 对 Ginzburg-Landau( 金 兹 堡 一 开道) 订 种 表现 出 很 大 的 兴趣 和 
关注 ,对 于 Ginzburg-Landau 方程 (以 下 简称 GL 方程 ) 的 物理 性 质 
和 数学 理论 进行 大 量 深入 的 研究 ,发 责 广 大 量 的 文章 ,取得 了 直 硕 
的 成 果 . 例 如 对 于 GL 方程 长 时 间 出 现 的 不 稳定 和 混沌 现象 的 分 
桥 和 各 数值 计算 ,GL 方程 整体 解 和 整体 吸引 子 的 存在 性 ,惯性 流 形 
和 近似 惯性 流 形 的 存在 性 及 其 维 数 的 估计 ,吸引 子 水 平 集 的 
Hausdorff 测度 舍 计 等 ,GL 方程 之 所 以 受到 如 此 广泛 重视 ,作者 以 
为 它 包 含 非常 广泛 市 深刻 的 物理 内 容 , 如 Benard 对 流 问 题 ， 
TaylorCouette 流动 ,平面 Poiseuill i, 化 学 反应 的 湿 流 问题 ， 
Kuramoto-Sivashinsky 方程 的 某 种 临 几 状态 以 及 超 导 中 的 油 旋 问 
题 ,以 及 它 的 模型 方程 与 调和 映射 问题 紧密 相关 等 . 

本 书 旨 在 让 读者 了 解 GL 方程 物理 背景 的 基础 上 ,用 比较 简 
单 明 了 ,深入浅出 的 方法 和 尽量 少 的 篇 帆 来 介绍 当前 研究 GL 方 
程 的 主要 内 容 .典型 方法 以 及 所 得 到 的 最 新 成 果 , 其 中 包括 作者 及 
合作 者 的 一 些 结果 . 在 第 二 .三 章 中 介绍 一 维和 高 维 GL 方程 的 整 
体 解 及 当 (~ce 时 解 的 渐 近 性 态 . 第 四 章 介 绍 超 导 中 的 GL 方程 . 
第 五 章 介 绍 GL 模型 方程 和 调和 映射 的 紧密 联系 . 

由 于 Ginzburg-Landau 方程 研究 的 内 容 十 分 丰富 和 非常 广 
t ,研究 方法 多 样 , 研 究 结果 层出不穷 ,再 加 上 目前 国内 国际 上 还 
没有 一 本 关于 GL 方程 的 专著 ,由 于 作者 现 有 的 水 平和 能 力 ,本 书 
难免 存在 许多 不 要 之 处 ,和 敬 请 读者 批评 和 指 1 

最 后 ,我 要 衷心 感谢 周 笠 麟 院 士 . 肖 蕉 教授 YA DE NF bil] 
对 本 书 的 出 版 给 予 热 情 的 支持 和 帮助 ,并 提出 了 许多 宝贵 的 意见 . 
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第 一 章 Ginzburg-Landau 方程 的 物理 背景 


Ginzburg-Landau 方程 具有 十 分 丰 寅 的 物理 背景 和 和 内涵, 近 
20 年 来 特别 引 人 注 目 .在 这 -一 章 里 我 们 仅 对 Benard 对 流 口 ， 
Tayor-Couette 流 [2 ,平面 Poiseuille iP RAe 1808869 el an 
何 导 致 GL 方程 作 一 简要 的 介绍 ,其 他 的 在 非 平衡 态 中 的 相 变 , 等 
离子 体 中 的 漂移 耗 散 波 ,以 及 在 发 热 的 放电 器 中 的 电离 波 等 ,可 在 
文献 [5 一 7] 中 找到 ,至 于 超 导 中 的 Ginzburg-Landau 方程 ,我 们 也 
作 -- 点 概况 性 的 介绍 . 


§1 Benard 对 流 问 题 


这 是 一 个 非常 古典 的 流动 问题 ,也 是 一 个 有 非常 重要 实际 研 
究 价 值 的 问题 . 1900 年 Benard 最 早 对 这 个 问题 作 了 实验 观察 ,他 
观察 了 一 个 圆 盘 容 器 内 一 层 厚度 不 到 一 毫米 的 薄 液 体 层 在 底部 进 
行 加 热 时 的 热 对 流 情 况 . 容器 底部 是 一 块 加 热 并 保持 常温 的 金属 
平板 ,液体 的 上 表面 是 自由 表面 ,上 表面 的 温度 低 于 底部 平板 处 的 
温度 , 当 这 层 液体 上 表面 温度 差 达到 某 一 临界 值 时 ,液体 内 开始 形 
成 规则 排列 成 蜂窝 状 泡 结 构 , 其 中 液体 从 涡 泡 的 中 心 处 上 升 ,在 顶 
部 向 外 移动 ,然后 在 外 面 涡 泡 垂直 边界 处 下 降 , 到 底部 后 再 向 中 心 
处 移动 , 这 种 涡 泡 被 称 为 Benard 涡 泡 . 1950 年 Tippelskirch 发 现 
通常 在 液体 中 的 涡 泡 中 心 处 流动 是 向 上 的 ,而 在 气体 中 通常 在 中 
心 处 的 流动 是 向 下 的 ,其 原因 是 因为 液体 的 黏 性 随 温 度 的 增 大 而 
减少 ,而 气体 的 黏 性 则 随 温度 的 增加 而 增加 ， 

Lord Rayleigh 于 1916 年 从 理论 上 第 一 个 研究 了 这 种 热 对 流 
现象 ,他 找到 了 一 -个 确定 稳定 性 的 无 量 纲 参数 , 现 被 称 为 Rayleigh 
数 , 它 定义 为 
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这 里 4 是 液体 片 的 厚度 , To,T 分 别 是 下 上 表面 的 温度 ,g 是 重 
力 加 速度 ,a 是 体积 膨胀 系数 ,x 是 热 扩 散 系数 ,> NES SJ $E S< 
数 ， 

1956 年 Bloch 等 对 热 对 流 过 程 进 行 了 详细 的 观察 ,发 现 随 着 
底部 边界 温度 的 增加 , 即 随 着 Rayleigh 数 的 增加 ,出 现 了 许多 形态 
各 异 的 图 像 , 整 个 过 渡 过 程 是 : 

(1) 当 Ra < Ra, 时 ,流体 是 静止 的 ,没有 热 对 流产 生 , Ra. 是 
临界 Rayleigh 数 . 

(2) 当 Ra.< Ra < Ra 时 .出 现 定 常 涡 卷 的 流动 ， 

(3) 当 Rau < Ra < Ra, 时 ,出 现 定常 双 模 态 流动 ， 

(4) 当 Ra < Ra < Ra, 时, 出现 振动 双 模 态 流动 ， 

(5) 当 Ra < Ra 时 ,出 现 汕 流 运动 ， 

其 中 Ra s Rag, Ra; 均 为 物理 常数 . 

忽略 条 性 耗 散 所 引起 的 热传导 ,运用 Boussinesq 近似 ,可 得 描 

述 Benard 对 流 的 如 下 的 Newton-Boussinesg 方程 为 


V u =0., (1.1) 


9 
+(Qxu) 三 一 vz 十 tu. u )+ agzT + v Vu, 
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OQ = V Xu, (1.2) 
tu YT- pw = «V27, (1.3) 


其 中 全 (7 ,71),p(r,t) 和 wlr,1) 分 别 表示 扰动 的 温度 ,压力 和 速 
度 .x 为 热传导 ,vy WEE, 为 垂直 方向 的 单位 向 量 ,= u-z, E 
述 定 态 方程 由 线性 温度 分 布 决定 : 


dT(Cz) ` 
dz 7 B. (1.4) 


dolz) lla (CT Tr)l, (1.5) 


u=0, (1.6) 
其 中 a 为 流体 的 立方 展开 系数 , po,, Tr 为 参考 的 密度 和 温度 , 坐 
PR z 表示 垂直 于 z,y 平面 的 坐标 ,给 定 边界 条 件 为 
3 w 
Jz? 
设 Ro 为 临界 的 Rayleigh 数 , 并 在 R -R =0(e) 附 近 考 虑 ， 
设 问题 (1.1) 一 (1.3) 的 中 性 解 具 有 形式 


=0, T=0, z=0,d. (1.7) 
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k-x=K,.x tky, 
其 中 振幅 w 为 位 置 和 时 度 的 慢 度 函 数 ， 
X=ez, Y=ey, T= et, (1.9) 
Bo 为 最 低温 度 梯度 常数 .由 (1.9) 有 


(1.10) 
VaV tev Vu = (Fa Yn [2X°3y] 
为 使 方程 组 (1. 1) 一 (1. 3) 化 为 单个 方程 , 令 V x V x ENF 
(1.2) 再 作 和 z 的 向 量 点 积 ,然后 作用 算 子 [3 - eV?) ,利用 方程 
(1.3) 可 得 
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(z g En ey?) Vw- ag (Bot eB V "u 


= -ogvr(u Y D+ (Nv je 
x V x (@Q x u)]. (1.11) 
因 变 量 依 。 TE 2k o JT iS 
f=efate fite ft'n, f=(u,u.u, T, p), (1.12) 
其 中 fo 为 中 性 解 (1.8) .方程 (1.11) 在 交换 (1.9),(1.10) 下 可 得 
(“0 t ed + E^) wot ew t e wn) 
= —age( Vis t2EVirVix) luo V To t e(u t V To 
tu YT) te -e| Vht Zat 2V Vix) L9 
xV x(Q Xu) tel Xup) telRoxu lz], (1.13) 
其 中 算 子 
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V= Vi teV Ix, (1.14) 
线性 平衡 项 产生 中 性 解 (1.8) ,注意 第 一 个 非 线 项 产生 二 阶 调和 
项 ,可 求 出 二 阶 调和 项 OA 


wi =u =v =0, 


| x (Vi t V ix) = ag Vi， 


pod? 


TP = 一 一 ww” sin 2x 
! ank (wr tkd) “d? 
(2) — agpod* | 2x 
pi Anke + kid yy tl ww cos “y (1.15) 
2 . 
gap we EE u" e 2E), 
由 (1.8) 和 (1.15) 可 得 (1.13) 的 O(s2) 平 衡 条 件 为 : 
一 — ¿£ agp “dk? ~ih.x 
thw: = — šP wot 22 (2 + hd: J * (<oe 站 
+w” ee 中 "sin 7 < + 其 他 项 . (1.16) 
其 边界 条 件 
22 ta 34 ) 
ws = e = 0. (1.17) 


(1.16) 中 的 其 他 项 为 高 阶 调和 项 ,不 包含 对 应 于 算 子 其 边界 条 件 
(1.17) 的 特征 函数 . (1.16) 右 端的 第 一 、 第 二 项 包含 算 子 % 的 自 
然 特征 函数 ,因此 可 解 条 件 为 

agfod’ k? 2 x 


hws Aa te", (1.18) 
其 中 
多 = 一 (wth) (Z) 条 + 2 [|+ PP) 
(keV, + aghk’. (1.19) 
引入 无 量 纲 化 如 下 : 


令 B,= XBo, ~ = p ,(prandtl 数 ) ,我 们 有 


a(p+1) 经 8(n:V P= (3r2y — u w”) 


g| 
~ 
_ 
wY 
© 
N 


bP 
aw g i Z ? 2% 
其 中 
z = wler, ey, e t). (1.22) 


$2 Taylor-Couette 流动 


两 个 转动 的 同心 圆柱 间 的 流动 , 即 Taylor-Couette 流 ,是 一 个 
非常 古典 的 流动 稳定 性 问题 ,多 年 来 , 它 一 直 作 为 一 个 范例 而 成 为 
理论 和 实验 研究 的 对 象 .1890 年 Couette 从 研究 流体 的 黏 性 开始 ， 
观察 了 内 圆柱 固定 而 外 圆柱 转动 的 两 圆柱 流体 的 运动 状况 ,他 发 
现 只 要 外 圆柱 转速 (角速度 0;) 不 超过 某 一 个 临界 值 时 ,扭矩 与 
OQ, 成 正比 ,而 O, 超过 这 个 临界 值 时 ,扭矩 迅速 上 升 ,这 就 是 说 此 
时 流体 的 茜 性 系数 从 一 个 不 变 的 常数 值 突然 发 生 了 很 明显 的 变 
化 ,事实 上 流体 从 层 流 状态 转变 为 淇 流 状 态 .1896 年 Mallock 则 研 
究 了 外 圆柱 固定 而 内 圆柱 以 角速度 Q, 转动 的 情况 ,他 发 现 对 每 
— A 都 有 不 稳定 发 生 .最 早 从 理论 上 研究 理想 流体 的 旋转 运 
动 的 稳定 性 问题 的 是 Lord Rayleigh(1880 ,1916) ,他 发 现 流动 的 稳 
定性 与 转动 的 角速度 O 和 离 旋 转轴 的 如 离 的 平方 的 乘积 gr? 的 
变化 有 关 , 他 的 结论 是 如 果 Qr? 随 半 径 增 加 而 增加 ,流动 是 稳定 
的 ,而 如 果 Qr 随 半径 的 增加 而 减少 , 则 流动 是 不 稳定 的 . 此 后 ， 
G. I. Taylor 在 1923 年 的 第 一 届 国 际 理论 和 应 用 力学 大 会 上 发 表 
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了 他 的 第 一 篇 系统 讨论 两 个 转动 的 同心 较 柱 问 的 黏 性 流体 的 流动 
稳定 性 的 文章 ,使 这 个 问题 的 研究 到 得 了 重要 的 进展 .他 用 线性 化 
的 扰动 理论 计算 的 结果 与 实验 测量 的 数据 比较 ,发 现 符合 得 很 好 . 
以 后 ,Donnlly (1958, 1960 ) , Coles(1961, 1965 ) Collab 和 Swinney 
(1975) 等 人 进一步 作 了 大 量 的 实验 人 研究 和 观测 , 他们 发 现在 不 
同 条 件 下 整个 过 渡 的 现象 有 很 大 的 差别 ,这 里 分 两 种 情况 进行 讨 
论 . 

(1) 两 个 圆柱 的 转动 方向 是 相同 的 情况 

Coles 发 现 当 内 圆柱 比 外 圆柱 转动 更 快 时 (包括 外 圆柱 固定 的 
情况 ), 如 果 逐 渐 增 加 内 圆柱 的 转动 角速度 Di , 当 它 达到 某 个 临界 
速度 时 , 即 达 到 一 个 临界 雷诺 数 Re. 时 ,两 个 圆柱 闻 的 流动 出 现 了 
沿 轴 向 规则 分 布 的 环形 涡 旋 (通常 称 为 Taylor 涡 旋 ), 这 种 环形 涡 
旋 总 是 成 对 出 现 , 相 邻 的 涡 旋 转动 方向 相反 ,如 果 再 继续 增加 内 贺 
柱 的 转动 速度 ,直到 另 一 个 转动 雷诺 数 Re, 时 ,在 沿 转动 方向 上 
开始 出 现 一 种 规则 的 波状 运动 ,这 种 波 以 大 约 是 内 圆柱 角速度 的 
三 分 之 一 的 角速度 绕 轴 转 动 , 随 着 内 圆柱 的 转速 再 进一步 增加 , 沿 
轴 疝 环形 涡 旋 数目 逐渐 减少 ,而 沿 转动 方向 的 波 数 却 不 断 增 加 , 同 
时 出 现 准 周期 波状 运动 , 当 内 圆柱 转动 速度 一 直 增 加 到 某 个 数值 
时 , 即 Re 达到 Re, 时 ,流动 就 出 现 汕 流 状态 . 

(2) 两 个 圆柱 的 转动 方向 是 相反 的 情况 

此 时 流动 一 般 是 不 稳定 的 . 当 内 圆柱 比 外 圆柱 转动 得 更 快 时 ， 
情况 和 上 面 所 说 的 类 似 ,不 过 此 时 观察 到 的 环形 涡 旋 并 不 充满 整 
个 从 内 圆柱 到 外 圆柱 的 壁面 之 间 , 而 是 在 内 圆柱 的 壁面 和 流 场 中 
某 一 区 域 之 间 . 如 果 外 圆柱 比 内 圆柱 转动 得 更 快 时 , 流 场 中 会 出 现 
各 种 不 同 的 情况 ,例如 ,调制 波 ,螺旋 波 , 间 吹 分 布 的 螺旋 湾流 带 
等 ,这 种 螺旋 型 的 淇 流 带 是 和 同样 是 螺旋 型 的 层 流 带 交替 相间 分 
布 的 . 随 着 外 圆柱 的 转速 进一步 增加 ,这 种 局 部 汕 流 区 域 逐 步 扩 
大 ,最 后 发 展 成 整个 流 场 都 是 满 流 的 状态 . 

Couette-Taylor 流 可 用 Navier-Stokes 方程 来 描述 ， 


EV VV T V p= AV + f, (2.1) 
Y-V=0, (2.2) 

具 边 界 条 件 
V,=V.=0, V= QR,r=R,j=1,2, (2.3) 


其 中 p 为 密度 (常数 ),y 为 动力 共性, p 为 压力 ,V 为 流体 质点 
的 速度 向 量 . £ 为 单位 质量 的 外 力 密度 , 函数 V,p 为 (zx,1) 的 
疯 数 ,rE Q,yE3,xzER, 在 柱 坐 标 (r ,909) 下 , 横 截面 定义 
为 Ri<r< R2,9€ xl, 这 里 z! RRM, Ri R, 表示 圆柱 的 
内 外 半径 ,在 柱 坐 标 下 , V (zx,1) 可 写 为 (v,，, vv), EHRE 
件 (2.3) 中 ,0;,j = 1,2 分 别 表 示 内 外 圆柱 的 角速度 , 如 图 2.1 所 


z. 

现 考虑 方程 (2.1)、(2.2) 的 无 量 纲 
表示 , 设 Q1 关 0, 令 ad = Ri -Ri,RIQ 
为 内 圆柱 速度 ， 


2 
E ARERI, oR, C, 


分 别称 为 长 度 , 速 度 , 时 间 ,压力 , 作 如 下 
无 量 岗 参数 : 


其 中 R 被 称 为 Rynolds 数 . 于 是 在 无 外 力 下 ,(2.1) (2.2) 为 


CAY " 
É. +R(V:T)V+ Vp= AV, 


V+ V=0, 
边界 条 件 为 


V,= V,=0, V,=1, = 了 


(2.5) 


(2.6) 


方程 组 (2.5) 在 柱 坐 标 下 可 写 为 


T KISU D a 
o nt 20 2 rz R| 于 + 六 | 
区 -| 

| EZ (ru) + a eo, (2.7) 
其 中 A= 2f, Ppi ia 


对 于 方程 (2.5) 可 在 定常 解 Couette 流 附 近 作 扰 动 . 令 
V=VÜ +y, p= p rq, (2.8) 
其 中 | 
VO) = (0,Á(0)(+),0),o0(z+)= Jz- Jx hy), 
(2.9) 
J=R0, LEVI), j=1,2. 


由 此 可 得 (wv, gq) 满足 下 列 方程 组 


vO (Cr) , 83 
Jv -入 (0)¢ yu, i 2 — vV -5 
5 v= rapt | ou, + fO) (e-V)o- Vq, 
1 0 (2.10) 
Veo=0, 
vs- +1=0,f(y)358E38 v, 

对 上 述 方程 组 (2.10) 线 性 化 ,并 寻找 特征 模 

v= vfl rjet tilta) 

49= pb(z)emtileer a) (2.11) 


(f=6 ce” ilazt By) 


可 得 特征 值 o 满足 的 方程 为 

(D2-a2- a iBo (ru +u (ru = Dp = 0, 
(D: a2- s ipo (r))u t Ji- Ja)u, t e =0, 

JD- a? -o~ ip(e). iap = 0, (2.12) 


Du, + ißu, + ieu, =0, 


u, tutu, = 0,z= 土方 


l 
设 临界 特征 值 为 零 , 理 临界 波 数 在 径 度 方 向 也 为 零 ,此 时 特征 
模 为 


£= olre, (2.13) 
设 Couette 流 的 扰动 v 为 
v=Aly,z,t)&otAly,z,t)éot Bn,A.,A,9,,9.), 
(2.14) 


其 中 考虑 振幅 函数 A 的 变 元 , y, zx 均 为 慢 变 变 元 ,9,,9, 为 小 参 
量 ,(3,A ,0.4 ,0%.,,..…A ,90,A,9.4A,…) 在 展开 中 均 为 独立 的 ,多 
通常 表示 为 中 心 流 形 ,y 为 物理 常数 ,考虑 主要 部 分 可 得 如 下 形式 
的 Ginzburg - Landau 方程 


JA PA ŽA, ŽA 2 
aT Atz gy SSS J3 AIA! . (2.15) 


对 于 临界 波 数 在 径 度 方 向 不 为 零 ,临界 特征 值 为 纯 虚 数 的 情 
况 下 ,可 设 临 界 特征 函数 为 
£0= U(x) eas+By) „£= V(r)e atA El, (2.16) 


其 中 V(x) 为 U(x) 的 虚 部 ,此 时 Couette 流 的 扰动 U 为 
U=A(y,z,t)&otAly,z,t)&ot B(y,z,t)6, 
+Bly,z,t)& + Bu,A,A.B,B,9..0.), (2.17) 
可 得 如 下 的 Ginzburg-Landau 方程 组 


` 1 ， 


JA a4 IA, FA 2 2 
(q 5A ta Jy + 3 二 cl 52 ra J A pa ZA a A +6A IAP +cA |B}, 


Ja aB 3B FB FB FB 
(B agta B = bi FN 十 Ci z a Jy 了 el ay9z +B |A +4B IBP, 


(2.18) 
其 中 ayalyplyclydiyelyp,c 均 为 物理 常数 . 
$3 平面 Poiseuille 流 
考虑 二 维 不 可 压缩 壬 性 流体 运动 ,其 方程 为 
dE a gë a po 1 2 
人 RVE (3.1) 
&£= - V2g, (3.2) 


其 中 0 S., z 表示 其 垂直 坐标 ,%(z,z,z) 为 流 


R, R = Uo Č , Uo 为 参考 最 大 速度 ,h 为 参考 长 度 ,v AINI 
性 , 尺 为 Reynolds 数 . 
引入 附加 变 元 
A=er,Tt= et. (3.3) 
设 y 可 表 为 
p=$oz, yor) tz y) E+$ lz, y) ET! 
t+ $a(z, Xr TE + $,(z,y,z)E 2 +=, (3.4) 
PRE E= exp[ ia.(x 一 ct)],a ,6c 为 物理 常数 ,由 方程 (3.1) (3.2) 
£ 
E= - ($o te fog) (81-a $i + tiahi te $y E c+ 


= ($ - 4e? $, 十 4iaeg2y 十 etp E7- — (3.5) 
其 中 我 们 用 到 了 关系 式 
9 a J J 2 9 
dx Ir © ay of te sz: (3.6) 


. 11 ` 


设 工 3 5 
$1=e $i(xs Tr 2) te $a(x,r,2)+ Ole )， 
f5 ta r,z)+O(e’), 
h=- z 3 + ebol y, r,z)+O(e-)、 


其 中 风 与 rite 无关, 展开 民 为 
RR=R+dE+O(Ce)， 


(3.7) 


(3.8) 


这 里 d 为 物理 常数 ,代入 (3.1) (3.2) ,由 比较 2 阶 数 系数 得 


2 


Əz 2 
; / 24 9 
| $u 2a? TÉN atn )=0. 
边界 条 件 为 
J$ 
$1= 3 =0, z= +] 
令 


#Wi=A(y,r)ói( z), 
其 中 振幅 常数 A ER, p AEM, CHENE 
(1 -zc) (Fatpi) t 201 
+ (ZR) “2aif1 + atp) = 0, 
yı(0)=1. 
e 阶 系数 为 零 得 
324 


(1— 2’ (2 40285] +2$22 
. 4 

"arla $2 Ba,” SE + 16a 82 | 
= -4 Algi ph 

1 $a ~a 3” 

R. 3z’ = ia, AAL gigi pipil. 


(3.9) 


(3.10) 


(3.11) 


(3.12) 
(3.13) 


(3.14) 


(3.15) 


因 #, 满 足 如 同 #1 的 边界 条 件 , 使 (3.4) 的 解 惟一 , 令 
$n =A p(z), 


类 似 地 ， 
$= Al F(z), (3.16) 
其 中 
3 n f! . r. ， 一 ~, 
F(e)= Sl) -F0 2) | SC)de.S = iaR| (pip -gide, 
(3.17) 
SHRI 0,74 
32 
TEEPA Én his] +213 
1 Ipi Ph 
¿ål Jz? - 2a? D tap | 
= - a pjt slx 1 -2a du t asb] 
4ia. 
-45A 220 2 =e ,) pi — 1 -| 


x gi abp | -291 | +AA PUD- api) 

+292 gpi- a 1) 2010 Aa) 

- plpa- 4a) -F gi- ap) + EN. (3.18) 
(3.18) 的 左 端 含有 如 同 (3.9) 一 样 的 微分 算 子 .#13 满足 如 同 #11 的 
边界 条 件 , 因 此 (3. 18) 的 右 端 和 满足 (3.9) 共 孝 方程 的 共 二 函 数 
p 正 交 .因此 乘 (3.18) 以 p. z 从 一 1 到 +1 积分 ,对 于 满足 一 定 
条 件 的 和 yi(z) 可 得 方程 


JA ƏA _ d, > 
Je tr3y 7 SJA tAlAP,R>R,, (3.19) 


其 中 di ,dk 均 为 物理 常数 . 
如 在 X= - ai 附近 考虑 , 则 令 


1 
E=(z+alzt)s2， 


. 13 ， 


g =e2g(r ,ez)+eg (rez)1eag (r.z) +O), 
(3.20) 
利用 变换 


a d 19 9 9 3 19 
Ir ar SIE or ot € J; + Ore? 5 (3.21) 


£ 
代入 方程 ,e 的 系数 为 0, 可 得 类 似 于 (3.11) 的 结果 

A =A(r.8)ó (c), (3.22) 
其 中 A 为 r,& 的 函数 ,e 阶 系数 为 0, 可 得 方程 


(1 z-e É 2 ap | + 2812 


9 2 
. 314 
i 12 
| 4 2a? 
JA 


Əz 
= 人 [a ap) -2api(1 一 之 一 cr) 


2 1 


+j] -— =< 


类 做 可 得 


|Z az] +2p |; (3.23) 


$= -i pole) + Alr, Egile). (3.24) 


可 得 Ginzburg-Landau 方程 


23A. PZA 由 
aðr 22 gg ` q, 


A+xA|A|*,R>R.. (3.25) 


94 ”化 学 反应 中 的 注 流 问题 


我 们 先 考虑 Stuart-Landau 方程 . 
Ú XAF 为 2 维 实 向 量 ,yp 为 实 参 数 , Xo(w ) 为 方程 
dX Z F(X;p) (4.1) 
的 定 态 解 ， 
F(Xolp) ;4)=0. (4.2) 


. 14 ` 


我 们 对 方程 (4.1) 在 X= X, 处 作 Taylor 展开 , 令 u = X — Xo 


一 > 
dn 


qes Lt Muu + Nuuu t, 


JF.(X 
HP L 表 Jacobi 窍 阵 ,L = (L;),L; = BX, 
J 


_ y 1 PEX) 


(Muu); = 二 > OX IX 


xi 3 F,( Xo) 


(4.3) 


(4.4) 


(Nuuu); = 之 31 IXI Xy at. 
高 阶 展开 类 似 . 
设 p Eu =0 附近 变化 , 当 y=0 时 解 Xo 是 稳定 的 . 设 当 jy> 
0 时 失 稳 ,考虑 特征 值 问题 . 
Lu = àu. 


(4.5) 


设 当 jy.<0 时 4 在 左 半 平 面 ,考虑 二 种 情况 :(a) 仅 有 一 个 特征 值 
在 实 轴 上 通过 原点 ,(b) 一 对 共 罗 特 征 值 通过 虚 轴 ,如 图 4.1 所 示 . 


A lmà Á ImÀ 
口 O° 
© o 由 
$ > ReX 一 一 6 一 上 一 一 一 一 Re 
O O 中 
o ° 
图 4.1 


设 
所 Rea(z)| -0>0. 
E 
靠近 临界 处 ,L 和 A(y) 依 作客 级 数 展开 
L=LotpLit L+, 
À Sot phit prt, 
HF À, = a, + iw, , K 


oc0=0.01>0. (4.9) 
设 U 表示 对 应 于 特征 值 40= Guwo h Lo 的 右 特征 向 量 . 
| LoU=àoU, Lo U=2 U, 
类 似 , [ “表示 Lo 的 左 特征 向 量 ， 
U*Lo=àoU*, U*Lo=A0U*, (4.10) 
其 中 U* U= U* U=0, 且 为 规范 的 ,U*U=U*U=1,40,41 可 
RH 


AM0= ie = U" LoU, (4.11) 
ÀS otiw = U" L U. (4.12) 

令 2 y = n ,& 
u= gut e?u, t, (4.13) 


MI LER 
L= Lot e?yLi tellit, 
M=Mote?yMi +t, (4.14) 
N=Note? yN t. 
令 r= e?z, 则 有 
dk ər E =, (4.15) 
将 (4.15) 代 人 (4.3) 得 
5 9 2 
[tez La ey = Ce teut ) 
=e°Mou;u; + e°(2Moujuz t Nou uyu) + Olet). (4.16) 
比较 (4.16) 中 关于 e 的 阶 数 得 
9 
(Lo)w=B,, y= 1,2,.…， (4.17) 
其 中 
B í =0, 


B2= Mouiru,, (4.18) 


,0 
B3= ~ (37 XLi)ui+2Mouiuz t Noujuju,. 


， 16° 


对 于 线性 非 齐 次 方程 (4.17) ,有 重要 性 质 
2a 


oU * Be -wotdt = O. (4.19) 


2r 


U 。 Be “uidz 

0 
2 

一 faf U` [3 — Lo] u Jed 
0 dt í 


2r 


wy. . -iw 
= p wU" u, — Io U ue oidt = 0. 


方程 (4.19) 被 称 为 可 解 条 件 .可 设 B,(i,r) 对 于 wot 为 2x 周期 
的 . 


B,(t,t) = > B Pe, (4.20) 
可 解 条 件 为 
U*.B,V(r)=0, (4.21) 
y 二 1, 有 
ultr) =W(r) Uet + c.c, (4.22) 


其 中 W(r) 为 某 个 复 振幅 函数 . 设 


La = V, W2e?®ot +V... Wše 2iw,t 十 Vol Ww]? + Voti, 


(4.23) 
代 人 (4.17) ,=2, 可 得 
V, =V =-(Lo-2iw) 1MoUU， 
| _ (4.24) 
Vo= -2c0 MUU, 


vo 为 常数 .将 ui, u: 的 表达 式 (4.22).(4.23) 分 别 代 人 (4.18) 第 
三 式 得 
BP =- 全 - XLi] wU+ (iMoUVo+ rzMoDv， 
+3N UUU) W| W, (4.25) 
可 解 条 件 
. 17 . 


其 中 g 为 复数 ， 


g = + ig” 


= -2U* M UV i -2U * Mo UV; -3U * N UUU. 


H W= Rexp( i0) EX R ,0 满足 (4.27) 


dR ; 
a xa F -g Rš, 


dg pap 
(= yo R°, 


非 平凡 解 
R= R,,0= wt + canst, 
R, = gop = glwm 8 RY). 
相 元 的 原来 向 量 X ,近似 为 


(4.26) 


(4.27) 


(4.28) 


(4.29) 


X= Xo + gu (= Xo + eUR,exp|l i (uwo + ev w)t]+e.c. 


现 考虑 u 的 反应 扩散 程 


= (L +DV2)u + Muu t Nuuu +, 
B| A 
S=er, 
则 
VeV. 


(4.30) 对 s 作 展 开 式 有 


dt 
=e Mout; + es(2Mousus+ Nouiuiui)+ O (e). 
同样 可 得 平衡 方程 
， 18 。 


(4.30) 


(4.31) 


9 0 > 
(+e z e DVi- Lo- e7yLı ~e Meur teuz +=) 


(4.32) 


(5 _ Loja, = By = 1,2,.…, (4.33) 
其 中 

BI = 0, 

B> = Mout, (4.34) 


By =- ($; = xla DY) + 2Mow 2 + Notu, 


ot 
可 解 条 件 为 


2 mx ~ . 
| °U* Be tdt = 0, (4.35) 
B,(t,r,s) = 3 B,D (r,s), (4.36) 
可 解 条 件 可 表 为 
U"B,CD(r.s) = 0, (4.37) 
可 得 中 性 解 
ui(t,r,s) = wlr,s) Ue + c.c. (4.38) 
u? 可 从 ul 得 到 ,有 


B® = - [22 - zL, - DV? wU + (2MoUV 


+2Mo0 UV. + 3N0 UUU) | w lw. (4.39) 
最 后 从 可 解 条 件 (4.37),v = 3, 可 解 Ginzburg-Landau 方程 


ZW = yw + d Viw- gi wlw, (4.40) 


其 中 
d = d + id” = U" Dv, (4.41) 
à, gi 如 前 . 
若 引 入 变换 
(tssw) > (ol lr,Vd fos, y or/ | g lw), (4.42) 
则 可 得 如 下 形式 的 Ginzburg-Landau 方程 


. 19.» 


ZE L (I vico)ue + (1 + ia) Vw = (1 + ica) | w Pw, 


dt 
(4.43) 
其 中 
co = woe = d /dc g/g. (4.44) 
令 w > w expl icot) , WET 
gw = ww + (1+ ic) Viw—- (1+ ic) | w lw. (4.45) 


在 没有 扩散 的 情况 下 ,X 一 < 方程 组 为 
A(R — w(R)\/X 
ali Ws ack) Ly): (4.46) 
其 中 民 = Vr + y2 ,显然 ,Stuart-Landanu 方程 为 a-w 方程 组 的 特 
殊 形 式 . 其 中 必 = X+iIY 具 扩散 的 和 -ze 方程 组 为 
D [x A (R) + DV? - z (R) x 
nly) | wl R) A(R) + n y). 
Dx, Dy > 0. (4.47) 


很 重要 的 事实 是 ,Ginzburg-Landau 方程 不 是 (4.47) 的 特殊 情况 ， 
事实 上 (4.45) 可 写成 


R)+v? — <o (R) -c V? 
2(*)- 1. ) + w(R) : (X) a 
tY wl R) + cV? A(R) + V? Y 
其 中 


A(R) = 1-R2 (R) = co 一 co R. 
方程 (4.48) 不 像 通 常 的 反应 扩散 方程 , 因 它 的 扩散 和 矩阵 是 反对 称 
的 , 它 具 有 某 些 新 的 特征 . 


95 从 KS 方程 过 渡 到 Ginzburg-Landau 方程 


设 有 Kuramoto-Shivashinsky 方程 
ou =- (1+3 Yu + g€ + ud u 
= ÀA(;9.,g2)u + p(i10,)u’, (5.1) 
. 20 . 


其 中 1 宇 0,x € R.122 2 > 0 HTAR, FIL x =0 是 不 稳 
定 的 ,在 三 0 处 线性 化 (5.1) 并 寻求 形式 解 z(a.) = An, 
A (k,e?) = (1-K Y te? RIR, A (&,e?), 当 ->+1 时 为 正 的 ， 
HE Olet), MEEA e> 作 小 调制 展开 , 令 
T ==, X = ez, (5.2) 
artiie)= (a) + OlT) 
= eA (X, T)e” + eA(X,T)e z] + Ole). (5.3) 
iz 
p= (sh ler, e t) + e ALler, e t) t ec) 
+e AV(er ,et), 
代入 (5.1) 可 得 最 低 阶 调制 方程 
ee: ITA? = (1+402)AY + AJA? + iA9AY 
ee: 0 =-9A2 + (AN, 


1 , e? : A8 一 
于 是 可 得 Ginzburg-Landau 方程 . 
IAr, T) = (1 + 4AT, T) 


-FAN T) 1 AY(x,T) 12, (5.4) 

对 于 GL 方程 (5.4) 得 到 的 近似 y (A) 和 原来 的 KS 方程 的 解 有 如 
下 关系 . 

定理 5.1 由 GL 方程 (5.4) 得 到 的 近似 ¿ (A) 是 以 
Ole?) 前 近 于 原来 KS 方程 (5.1) 的 解 u 的 . 

定理 5.218) 因 GL 方 程 立方 项 的 系数 具有 负 的 实 部 , 则 原来 
KS 方程 (5.1) 的 所 有 解 x ( 具 初 值 0(e)) 对 一 切 上 € [0,oo) 存 
在 , 且 对 一 切 上 一 至 有 界 . 

由 此 我 们 从 另 一 个 角度 证 明了 KS 方程 是 L” 小 初 值 问题 整 
体 解 的 存在 性 ,并 由 此 构造 了 Ginzburg-Landau 近似 的 拟 轨 线 直 到 
t = co Bj T KS 方程 的 解 . 
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$6 超 导 中 的 Ginzburg-Landau 模型 


1908 4 , H. Kamerlingh-Onnes 发 现 了 在 低温 条 件 下 某 些 材料 
具有 超 导 性 ,1950 年 Ginzburg 和 Landau 基于 “流体 ”的 二 次 相 变 
理论 .建立 了 超 导 的 宏观 数学 模型 . 1057 年 ,Bardaen，Cooper 和 
Schrieffer 建立 了 微观 的 数学 模型 . 1959 年 ,Gor kov 指出 了 在 适当 
的 情况 下 ,GL 宏观 模型 可 由 BCS 微观 模型 导出 ,1968 年 ,Gor kov 
和 Eliashborg 建立 了 发 展 型 GL 方程 . 

超 导 材 料 的 Gibbs 自由 解 可 表 为 

e(@,A) = MEX Iyl? -17 + | (- — V - AJ] 


2 


+|VxA- Hl?ldz, (6.1) 
其 中 QC RNV(N =2,3) S EBR. A 为 实 的 磁 势 , H 为 外 磁场 ， 
JAR) 序 参数 ,| y 2 为 超 导 载 电 体 密度 , | y I< 1, 1 2 |= 1 
为 理想 超 导 , | y | = 0 为 正常 导体 ,x > 0 为 GL 常数 ,GL 理论 认 

为 ,状态 函数 应 使 (%,4 ) 使 得 es 取得 极 小 , 即 
G(y,A) = mine , (6.2) 
其 中 光 = A2) 表示 复 值 Sobolev 空间 ,H = HA) 表示 实 值 

Sobolev 空间 ,由 此 可 得 Euler 方程 
(Ev-A)y-yry 29 = 0, (6.3) 
Vx V xA = -EUV - gV 2") 


-| 4 2A + V x H, 


ever) 
an 
(V xA -H)x no = 0, 
Rh n 为 30 的 外 法 线 方向 的 单位 向 量 ， 
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边界 条 件 为 


= 0, 
(6.4) 


相对 应 的 发 展 型 GL 方程 为 
0 ; is y — 2 = 
73 + ipp | Z Š A| 9 #+| g 20 = 0, (6.5) 


gA 
Jt 


(V043 VXV XA= FY Yg- Vg") 
~| A+ Ç xH, (6.6) 
其 中 p 为 电位 势 ,7 为 物理 参数 . 
边界 条 件 为 
(wy 十 A ) n lp = 0, 
(V XA - H)X n lan = 0. 
为 了 使 定 解 问题 (6.5), (6.6), (6.7) 为 适 定 的 ,需要 引 人 各 


(6.7) 


种 形式 的 规范 (Gauge) . 
(1) 库仑 规范 形 
div A = 0 (Q), (6.8) 
A: n = 0 (20), (6.9) 
可 得 方程 
1% + opt- - A] 2 - 6 +1 929 = 0, 
(6.10) 
SAL YxYXA+V® 

= Vo- pyg A +V xH, (6.11) 


- AP = div (p° Vg- YY )+ Igla], (6.12) 
divA = 0. (6.13) 
边界 条 件 为 
Vy:n=0, Vb-n=0, (6.14) 
(VxA-H)xn=0, An =e 0, >*+C€2Ə0. (6.15) 
(2) p =--div4 规范 形 
divA + @ = 0 (Q), (6.16) 


A - n =O (aN). 
方程 为 


(6.17) 


9 . ] - Y 2 
7 t diva + [- EV- A] p-ti g = 0, 


“A V x V X À —ü AA 


= Vy- Vp) -IY A 4 V xH. 


边界 条 件 为 
(V xA — H)x n = 0, 
An =0, Vy:n=0. 
(3) 等 电势 规范 形 ,® = 0 
方程 为 


La (vA) yyy 0, 


JA S XV xA 
dt 


= Vg- 47y") | ó 2A + Ç x H. 


边界 条 件 为 
(VxA-H)xn=0, Vy:n= 0, 
A:n=0. 
(4) 序 参数 是 零 虚 部 规范 形 argy = 0 
方程 为 


9 Ag + |A|29 = 9 + g = 0, 


Aa VX xA+V@= A VH, 
w Dy — V (Ag) = 0. 
此 时 ç 为 实 函 数 ,边界 条 件 为 
V0 2=0， A.n=0, 
(VxA-H)xn=0. 
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(6.18) 


(6.19) 


(6.20) 
(6.21) 


(6.22) 


(6.23) 


(6.24) 
(6.25) 


(6.26) 


(6.27) 
(6.28) 


(6.29) 
(6.30) 


对 于 稳 态 , 非 稳 态 GL 模型 和 偏 微 分 方程 研究 ,已 经 有 很 长 的 
时 间 . 稳 态 问 题 研究 始 于 1964 年 , 非 稳 态 问题 则 在 90 年 代 兴 起 . 
主要 研究 整体 的 古典 解 . 弱 解 的 存在 ,惟一 性 以 及 上 一 co 解 的 渐 
近 性 等 .同时 也 开展 了 相应 的 数值 方法 的 研究 ,可 参考 第 四 章 、 第 
五 章 引 用 的 参考 文献 ， 

对 于 物体 除了 存在 理想 超 导 和 和 正常 导体 两 种 状态 外 ,还 存在 
混合 状态 (1y1 志 1) 的 耳 型 超时. 一 个 有 兴趣 的 问题 是 ,在 外 磁场 
作用 下 , 超 导 材 料 将 逐渐 转化 为 通常 导体 ,人 们 发 现 两 相 ( 超 导 和 
正常 导体 ) 同时 存在 ,而 通常 导体 状态 被 限制 在 一 些 半径 很 小 的 
“ 涡 旋 ”之 内 .在 它们 以 外 是 超 导 状 态 ,而 这 些 “ 涡 旋 ” 的 个 数 将 与 
外 磁场 的 强度 有 关 . 

作为 模型 问题 ,考虑 


. _ 4f 1 Af 2 _ 132 
mipE. (a) = min [3 al V The? ale! D, 


(6.31) 
其 中 
H; = lu € H'(Q), u = So) 1g1= 1. 
其 Euler 方程 
Wa = hu 一 | u; 12), (6.32) 
ue lag =g. (6.33) 


提出 如 下 问题 ， 

H e 一 0 时 ,ws 的 极限 是 什么 ? 

S d = deglg, 3N), (g:2N0 > S!), 

定理 6.1 (F. Bethuel, H. Brezis, F. Helein) 当 = 0 时 ， 
u, > ug, fE c (Q) (A(N), Vk). 其 中 uo 是 下 列 间 题 的 解 : 


—Auo = ul Vul, (6.34) 
| uo | 三 lI, (6.35) 
uo lan = g. (6.36) 
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当 > 0 时 ,| | Vu >+ me 0. 
定理 6.2( 同 上 ) Je, 一 0, 以 及 ia …,avl CQ 和 调和 映射 
一 至 
uo ;使 得 (1 ) uo: Q N lay aai -> St. uo lan = & (2) ue ug 
在 0 \ lats dal 的 任 一 紧 子 集 IF. (3) 每 一 个 a;(i = 1 d) 


的 degree 为 + 1. 
类 似 调 和 映照 热流 的 研究 ,人 林 芳 华 等 全 究 以 下 问题 : 


9 , 
P — Au, = Laa 一 | ue 12) ， (6.37) 
dt £ 
Ue lan = E., (6.38) 
Ue | ，-0 = up: (6.39) 


当 s 一 0 时 ,ws 的 极限 等 ,可 见 第 五 章 参考 文献 [6]. 
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第 二 章 ”一 维 Ginzburg-Landau 方程 的 


$1 广义 Ginzburg-Landau 方程 的 
整体 解 及 其 整体 吸引 子 


考虑 广义 GL 方程 

Ju + vu, = yu + (Y, + iYi) u — (8, + iB) | u u 
- (& + i) l u tu = (Ap + iC u 1 ) us 
— (p, + ini) ui,, (1.1) 


其 中 7,G ,7 HEX, v, Y, Bo Bi Òn An Anpe ti 均 为 实数 . 考 
虑 (1.1) 的 周期 初 值 问题 
u(r,t) = u(z + L,t),.t 
其 中 工 > 0 为 周期 ,初始 条 件 为 
u(r0) = u(r), rER!, (1.3) 
我 们 先 证 明 (4.1) 一 (4.3) 整体 解 的 存在 性 ,惟一 性 . 
BILIARS H = LL [0,L] = ju € L[0, L], u(x + L) = 
uO V = HL[O,L] = iu iu € Hru, € H}, MC, +) = 


| uad = ZG) 分 别 表示 依 H 的 内 积 和 模 ， 
balk = w+ as 表示 V 008. 


引 理 1.1 uo(x) EV, 则 问题 (4.1) 一 (4.3) 存在 惟一 局 部 
解 


R',í Z 0, (1.2) 


M 


ult) E CCO) V) A CEO, r) V), (1.4) 
对 某 rz > 0, 依 赖 于 ua. 
证 ”由 标准 的 方法 ,如 A. Henry 和 A. Pazy 可 证 . 
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为 使 局 部 解 延 拓 为 整体 解 , 须 对 (1.1) 一 (1.3) 的 解 进行 先 验 
估计 . 
引 理 1.2 设 y,>0,6, >0,x>0 H 
478 > (À, — Y, (*) 
则 有 估计 
Maco < 2 [| uo li? + Ar - eX), t >20, (1.5) 


- 1 2 
其 中 p = x. a is B 在 证 明 中 给 出 . 
证 (1.1) ff u EL 内 积 再 取 实 部 可 得 


L `L 
P 8 lul? = oRe| u udr 一 B, | u dr 


`L 
-0 i u ide t yla N? yei u N? 
L 
— (À, + ARe| | u lu u dz 
) 
L 
— (à; 一 mj | u 'uaudz. (1.6) 
. L L 
由 于 Ref, u udr = 0, Ref, | u u udr = 0, 
L 
(A; 一 pml, | u V uudr 
L 
Siasah lul? lu, ldz 


L } 
= abil, | u Koi lu, ll 


2 了 b? L 
< 人 | | u ledx + af | u, ldz, 
其 中 aib, = | à; 一 Ki 1 .由 假设 能 选取 a, bi 使 得 
a = 2y, — bt = 0, B = 20, -ai > 0, 


则 有 
d hull? < 2yh ull? a ll I? 


- 28- 


L `L 
+28 | lu ifdr ~ Bl | wu lodr， (1.7) 
0 "0 


因为 i 
-Bluls+28 fault+2xilal 


=- plu o ED iu) -21 Ë 
s [E s ag) a T- 2y l tx- ( u |” = p) 


+p -2xlul pr-2xlul, 


其 中 pp = < 一 D? ,出 由 (1.7) ,得 
alr2xlul ?ral lipL. 0.8) 
因而 
la? er ll 0 = e e), 
引 理 1.3 在 引 理 1.1, 引 理 1.2 的 假设 下 ,有 
af ur) de < lul) 1? LG 9), 
| (1.9) 
中 uC,r) dre uO i+ pl, (10) 


其 中 0 过 ;过 1. 
证 ”积分 (1.8) 依 (s ,7),(0,1), 即 得 (1.9),(1.10). 
引 理 1.4 在 引 理 1.1,1.2 假设 下 .我 们 有 


A Mala y, bag EKA + lu 122, 0.11) 


其 中 K 依赖 于 方程 (1.1) 的 系数 ,与 立志 和 | uo 上 AR. 
证 (1.1) #l u. 作 内 积 取 实 部 ,得 


Zh ty = yiu l-28 aiu nd 
2 dr T r rE X! ul 26, 0 ‘iu Ur T 
L L 
一 Re 人 (8, 十 iof uida )- 3a. |u | u, dz 
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L 
一 2Rel (ð, + ið; |: | u Pede )- Re[ (u, + ip) 
( 
eL , `L _ 
x | | t Puusdr + Rel (à, + aoh | u Punda | 
Jo 


一 一 -一 -一 `L 
< xylul 2A (VË + 8: - 28.) ` |. | u 1? | u, ldz 


— L 
+ (2 / 82 + ó: — 38, 中 lu Ill u, dz 
_— eL 
+ (JEt +A I) ， lu, °| u ldx 
L 
十 | À; j lu |? l u, Il ug ldr. (1.12) 


首先 
L A 2 ñ 
J lul? u, dr S Hul ollu ls 
0 L 
H Agmon 不 等 式 


lukis Sahul? iu >] u l?, 


kd 


我 们 有 
L 
[iu Pi u Pda < A u M? ulla D I a N? 
Keal ue 2 + Ilua SK 2c i u ll? il ua llt), 
(1.13) 
L 2 rL 
| |u iela Pde < [ulie | 1 w É 1 uç idr( 由 
(1.13)) 


<il |a M? lal ai) ll? + I u l3) 
Seall us l+ I u l), (1.14) 


L 
| [u |? | ur ll uy | de 
0 
7 1 L 4 3 
< erl ur l? en | al l u, dr (由 (1.14)) 


<= l| us l? + 本 la l? + iu, ll), (1.15) 
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ft 一 
Nje 


L 
(j | uz K ， 
Ü 


L L 
3 2 2 
| uu Baz < (Jia! |“, ldz ) 
L 
由 Nirenberg 不 等 式 及 | u dz = 0, 可 得 
L 
[iu Idz < c Il ul Mu °. 
L L 
因此 | iu Bar < a| i u lu Pae + lu P l, 
H (1.13) 和 Young 不 等 式 得 
L 
| lu llu, Pdr S cesh | a + lu, 4) a elu |?. 
(1.16) 


将 (1.13) 一 (1.16) 代入 (1.12), 取 e, = sa = 党, 即 得 引 理 结论 . 
引 理 1.5 ”在 引 理 1.1, 引 理 1.2 假 设 下 ,我 们 有 
| u(t) lly S Ka, (1.17) 
其 中 K; 依赖 于 K |l zo || v. 
证 ”由 引 理 1.1、 引 理 1.4, 有 
E+ uh) SK ul), (1.18) 


y=1+t wl ,Sr < (KIC + || uos 12) 时, 则 从 (1.18) 


d e 


— 1 __ ! 
1+ la < T: tu] < z, 
J: < (2K,(1 + ll uo, | 2)) 71 = ,可 得 

l u, l? K1 +2] uo ll’, < z. 
当 z >r Ert- z<ç s < ;,— 

z(t) = y(Dexp{ -| Kiy(r)dr), 
则 
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z (£) < 0 (由 (1.18)). 


因此 
HOKE) = y6) = 1 + ul 
PEDES s(xp( Ki] yr)dr) 
<(1+ lu, Dexp| Kif vr)de), 
由 (1.9) 得 


el kj (edr ]< exp( Ki | ats) 2 + p2Lz) + Kız) 
< expl Kice). 
因此 
y(s)<(I+ lu,(s) | )exp( Kiee). (1.19) 
积分 (4.19),s E [t -t,t], 得 
z y(t) < coexp( K ica), 


coexp( Kice) 
yG) < Sie, 


即 得 引 理 的 结论 . 

定理 1.6 ”对 任何 vo € Y ,并 设 引 理 1.1. 引 理 1.2 的 条 件 满 
足 , 则 存在 问题 (1.1) 一 (1.3) 的 惟一 整体 解 (1) € C([0,%); 
V) N Ci((0,%);V). 

证 ”由 引 理 1.1. 引 理 1.5, 我 们 能 延 拓 r = + o. 

现在 来 证 明 整 体 吸引 子 的 存在 性 . 

首先 建立 在 V 中 吸收 集 的 存在 性 . 

由 (1.18) RIRE < Ky = Kiy ° y. 

由 (1.19) 用 积分 区 间 (t ,zt + 1) 代替 (s ,1), 则 有 

[Taa bu Ddi ta) + PL), 


PL 、 1 R 
M t 2 --log — = T Rt, h (1.5 
2y Y È o ( ) 有 


F luol SR,” = 


POIG 
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t+l 
现 Ki 与 uo 无 关 , 且 Ki| ylr)dr < Kı + K (262 + P2L) 


= pl, 由 一 致 Gronwall 不 等 式 得 
y(t + 1) < piexp(o i). Z T. 
FE, > T +1,8 ju, 1? S oiexp(0i) - 1 = 65. 
我 们 有 
引 理 1.7 u 为 问题 (1.9) 一 (1.3) 的 解 , 且 uol SR, 
WEET = roeie = Es TIINA 
| u ||; < 2o + Pš. 
因 方 程 (1.1) 是 自治 的 , 则 S(1) : u aa. S(t)uÍ 形成 一 个 半 群 ,我 
们 证 明 当 上 > 0 时 ,SCt) 是 紧 的 ,为 此 ,我 们 讨论 解 的 正则 性 . 
由 定理 1.6 和 引 理 1.4、 引 理 1.5 可 知 
u € C((0,%); HEA(0,L)) Q L0, 2), HRL, L)), 
反复 利用 正则 性 结果 和 穿 识 法 ,可 得 
u € C'((0,%); Cal0,c]). 
作 方 程 (1.1) 和 u. 的 内 积 ,利用 Gagliardo-Nirenberg 不 等 


式 ,Sobolev 谋 入 定理 以 及 某 些 基本 不 等 式 可 得 全 |, 12 + 


Yl ual? < C, + Cslus l? 因此 二 (el unl?) + 


y (ua I) S Cr+ Cale I we 12) + las 2. BBIE 1.4, 
有 


f | uze | dt < C(R):. 


再 由 Gronwall 引 理 可 得 
t| ua I < C(R,:),: > 0. 
因此 ,我 们 得 到 当 上 > 0 时 ,S(z) 在 V 中 是 紧 的 ,利用 [2] 的 结果 
可 得 
定理 1.8 BuG) 为 问题 (1.1) 一 (1.3) 的 解 ul) = 


S(t)uo, > 
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B= ju € V, |u |Y 2o + oi, 
MJ B 的 w RRE S= w(B8) 为 S(z) 在 V 中 紧 的 整体 吸引 子 . 
现 估计 整体 吸引 子 的 维 数 ,(1.1) 在 ult) = S(z)uo 的 线性 
化 方程 为 


Agw + vw, = yw + (y, + iYi wa (B+ iB 1 u Pwt 


u i) 
~ (ó + ið l3 u Hue +2 j u Vu w) a 
— (À, + D(C u Tw, + wuu, + wuu) 
— (u, + ip) (u w, + 2unu a), (1.20) 
wlr,t) = wlr + L,t), z € R',t >00, (1.21) 
wr,0) = wlr), + € R!. (1.22) 


引 理 1.9 如 ro(z)E Y, 则 问题 (1.20) 一 (1.22) 存在 惟一 的 
f w(x,t) € C([0,so);V) N C'((0.oo);V) N L2([0,eo), 
HL.(0,1.)). 
S wlr,t) = DS(z)wuo, 设 R,T 为 两 个 正常 数 ,使 得 对 任何 
Ugs vo,t 满足 
uol vy, lal < R.í < T, 
则 有 
| S(t)(uo0+ oo) — Se)uo = DS(t)u0 l SCI volli. 
(1.23) 
证 “类似 于 问题 (1.1) 一 (1.3) 存在 ,惟一 性 的 证 明 . 我 们 能 
得 到 问题 (1.20) 一 (1.22) 的 存在 惟 -- 性 . 即 (1.23) 意味 着 半 群 算 
F S(z) 在 V FE Freche Hm. S uj = S(t)ug, uz = S(t)(uo 
+ vo), I Ulisu? 为 方程 (1.1) 的 解 分 别 具 有 初 值 uo 和 和 ug 十 vo S 
w = DS(t)vo, W w (1.20) 具 初 值 vo 的 解 ,由 于 || uollg, 
|| zolvr 科 民 , 依 上 面 的 证 明 方法 可 知 
lalu dual v, l| lys C(R), 
由 Sobolev RAEM, 
I| u il L 5 | uo | L < C (R). (1.24) 
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由 (1.24), 易 得 (1.23) 的 证 明 . 
再 记 (1.20) 为 
w, = Fluw, (1.25) 
其 中 Flu)w 表示 (1.20) 右 端 减 去 co， 
对 任何 mE, 今 wo — Wop.” + Worm 为 V 中 元 素 ， 问题 
(1.21) 一 (1.22) REIT F wis, wmo = ulr) = S(tr)wuo 为 
问题 (1.1) 一 (1.3) 的 解 , 依 [2] 有 


i w(t) 和 At) lary SS] wo A wo A A wom 1 A "V 
` ep 人 (| ReTrF(z(z)) ， Qu(r)dzj， (1.26) 


其 中 Q, (r) 表示 VV 在 wi(rt),…,w (zt) 所 张 成 子 空间 的 正 交 投 
影 ,Tr 表示 该 算 子 的 迹 , 令 plr) jE. ,表示 对 应 于 下 列 问题 特 
征 值 A, 的 特征 函数 ; 
— uz = ju, ulr + L) = ulz), 
则 1 12 为 在 日 和 V 中 的 标准 正 交 基 , 现 来 估计 ReTrF(u(z)) 
-Qal ,以 下 计算 省 略 z. 
ReTrF (u) Qun 


= X Re(F(u). Qnpj, @;) v 
j=1 

= DRe(F(u)g;, pi)v 
j=1 


= X (Re(F(u)g;,@) + Re((F(u) 9),, px) 


j=1 
= y ll es l2- y, | gl Re, + BNI u 22 + up;: 9g)) 
— Re((s, + is)(3 lu lg + 21 u Vu’ psg) 
= Rel (A, + iA;)(d u 12: @s, + @su H + Puuy, @3)) 
_ Re(( g, + ipi) (U Pjr + Zuip 9;)) 
_ =a ft 
Salg l? -y lgl? 08 -VRrB)| Iu Plg Pd 
— L — 
+ (2 / 8? + 62 -38| lu 111 g; ldr + (y À2 + À2 
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一 一 -一 L 
sa Ou Pigli pit gI? ul us Ida. 


(1.27) 
由 于 
jiuriy Pdr < |lu linie l< luli g l?, 
(1.28) 


— 
° = 


Lg lu des lu lis lg l2< Collu lig N2, 


(1.29) 
“hu u l? l Pa 11 @; ldr < Ia llie l Pe ll g ldz 
0 
< lu llles | ga 12 + I lg; 12), (1.30) 


L 
[loiult u l dr < ferie 


L 1 
< Cu lule f tp aÚ]. 
再 由 Gagliardo - Nirenberg 不 等 式 
L 
| lg lide < CaCl gall + le l) el 


< C; || @; l4 + e, ll Pir l+, 
因此 


L 
| lo llullu dz 
< Cu ll u | (Ci l g |” + e ll Piz | 2). (1.31) 
适当 选取 ss,e4, 将 (1.28) 一 (1.31) 代入 (1.2), 得 
Re(F(u)@;,@;) < — Z | Piz | 2 


+K luli ult) lg; 1?, 
其 中 K, 为 正常 数 , 仅 依赖 于 L 和 (1.1) 的 系数 . 
现 青 估计 
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— fL N ñ 
TEETAN ululi g llo IHI u ll pi 1 )dz 
-fL 
+ V+ a6 ullu ll ll gitlul ll 2 Ddr 


+W 0. Rr) (4l uiiu ll gl +l u É | @ | 


"l Pue +2] g llu lo, +2] @ lle Ilu ll uy Idr, 
(1.32) 


L 
[uP ge Pde Cslal dgl? 01.33) 


L 
fuiun Uj Il pj | dr < alf | az Il Piz | dx 


-iell S Culu ll lg eil gil, 
再 由 Agmon 不等式 | z; | LC | g; [23 lga l Egil), F 
是 


L 

| llullu le lle, l de S CuCu lil o l + lol), 
(1.34) 

L 4 

f, lu I?) Pie de S Co lu ltl pa 12, (1.35) 


L 
f lu lu lig lie, lde S Cg ll ult dg llar i gall. 
从 以 上 讨论 可 得 

L 

| lulu, IIB lle, lde S Cl ul (e l+ Iga I2), 
(1.36) 

L 2 

[iulu l! g; ldr < Culli [ua 1°) I Pi 12, 
(1.37) 

L 

| lu I? | @= LI p | dz < C |lu | tles | p l? 
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1 
+ 9 I2), (1.38) 


L B 5 
| lu i?i pj ll P | dr < Cia luas (Cp -+ ll Pix 12), 
(1.39) 
L 
| | 
0 


L 
x cl) ig Pi g Pdr}, 
L 
| ull ual 
0 


x (igl? l pell”). (1.40) 
选取 e ,将 (1.33) 一 (1.40) kan 32) ,得 


@; i! Pir | dx < Ciy | u || v ° I Urr | 


i 一 


pi || Pi i dr < Cal luly + i uall?) 


Re((F(u)@s),,@,) < z) Pia |7 + Kal || # ll? 


+ pult lu. iN 1 p+ lgl’, 
其 中 常数 Ks 依赖 于 参数 的 关系 如 同 K;, 于 是 


2JRe(F(u)e;, 9p)v S- => | Pirr il 2 + 天 3 | u | y 
j=i 


S 
+ lt) > jo lt Ka ls luly I, |?) 
[2016124 keld), 

因 ga) = re[t E), xr > T + 1, 有 

DReFl 9) < 2: LN | Pir | + Kal p3 + $)m 


+ K4( p3 + o5 + |. i? ) On + C(L )m°), 
其 中 os = 262 + e PANI 了 公式 


Ë + 2° + 二 ym? = Em(m + 1)(2m + 1). 


令 po = >, | g 17, H Sobolev-Lieb-Tbirring 不 等 式 
=1 


了 


L n ' - 
f pdr =< K; >, fi Pira Ji Ta 
其 中 K, 绝对 常数 , 仅 依赖 于 L. 


m L L 5 
> i Pjxrr | 2 = K+] oddx = K<. L Ë f, pod | = Ks!Lm’, 
J=1 ( 


2 Re(F(u)e;, e )v S- z LK5' m5 + Ks(os + p03)m 
J=1 


+ Kal p3 十 03 + | uz, On + C(L)m°). 
令 = Üm inf 1 ff RETE Cule) . Q,(r))dr. 由 引 理 1.1. 引 


fr u € a: 


理 1.4, 有 
1 2 aft i 232 
1f || za | dr < Kiry! >) (+ |l us lt) dr. 
0 tJO 


BCH t> T+ 18,488 


t 
i) ua lidr < Kiyo, 


P _ Y, 
2, < 2 
+ Ka(p3 + ps + K iy; lo) ° (m + C(L)m5). ` 
FEH m > mo = [2(K + KI) y; KI L. 1] + 1BF, 2, < 0, 其 
LAK i 
中 Ke = Kalos + p3), Ky = Kalpa + 93 t K174), 
[r] 表示 xz 的 整数 部 分 , 则 由 [1 的 结果 有 
dy(Y) 和 mo, del) S< 2mo, 
其 中 da (s) dr (A) 分 别 表 示 吸 引子 “的 Hausdorff 维 数 和 Fractal 
维 数 . 


LKš;!1 m` + Kloz + 03) m1 


§2 广义 Ginzburg-Landau 方程 的 行 波 解 分 析 


考虑 如 下 广义 GL 方程 
u, = apu + (1 + du + (ao + ibo)| u Zu + (as 
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+ iba) | u 2u, tlag + iba) uT, 
— (1 + ibs) i u lfu, (2.1) 
其 中 yzER > 0, 表示 zx WEKHH , a,b; 为 实数 ， 
May = a4 = ba = bi = 0 时 可 得 五 次 GL 方程 


u, = apu + (1+ ibi)un + (a + iba) | u lu 


~ (1 + ibs) | u |tu. (2.2) 
it 
u = rén, (2.3) 
其 中 r, k, w 为 实数 ,z = r — cet 8202.3) RA (2.1) 得 
rt + [(b3- ba)k ~azlr? + k- ao = 0, (2.4) 


w =— ck + bik? — [b + (ay — aak ]r? + bsr’. (2.5) 
求解 (2.4) 得 


二 V [Cbs ~ b4) ~ 4]2 — 2a2(bs — ba)k + aĝ + 4ao 
= 5 . 


(2.6) 
从 上 式 可 看 出 , 当 |1 ba- b, | 宇 2 时 ,增加 时 ,xr — eo ,因此 总 设 整 
体 存在 性 条 件 满足 | bs- 54 1< 2, 为 使 平方 根 有 意义 , 取 co > 
- a3⁄4. 此 处 对 于 平面 波 , 当 有 E [Eras kaper] 时 总 是 存在 的 ,其 中 


a2(b3 一 bá) + 2 一 apl bz ~ r )2 + aš + dao 


Riower = 


(b3 = b4)? — 
(2.7) 
k _ a2(bs — b4 - 2 ao( ba 一 2 taz + 4ao 
upper (b3 一 ba) — 
(2.8) 


当 - a4⁄4 < ao<0 时 零 振 幅 波 是 线性 稳定 的 ,而 当 ao > 0 时 , 它 
是 不 稳定 的 ,我 们 先 讨论 ao < 之 0, 再 讨论 a > 0. 且 设 ay > 0, 为 寻 
求 更 一 般 的 行 波 解 , 令 
u = Be n“ B(z) = p(z Jeeg = rx-ct, (2.9) 
代入 (2.1) 得 
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~ cB. = iwB+aoB+(lt+ ibi) Boz 
+ (az + ib) i B UB + (as + iba) +i B IB, 
+ (aa + iba) B?BZ - (1 + ibs) I B B. (2.10) 
易 得 如 下 一 阶 方程 组 
r = (1 + bps, (2.11) 
s = [- ao — biw- bick + (1 + b1)Ë2]r — cs — laz 
+ Or — [(ay t aí) + b (bs + b.)]r2s — [b (as 
— aa) - (bs = bi)]r k + (1 + bibs)r”, (2.12) 
K = [bic —2(1 + bÎ)kls/r + aobi — w + ck 
+ (azb — br + bita, t a4) -— (bs + ba) lrs 
—[(a3— a4) + b (by ~ ba)lr’k + (bs — bi)r’, 
(2.13) 


d _ _ z oO r 
其 中 “= der Gr) Cy 
(r,s, k) 方程 组 (2.11) 一 (2.13) 在 + = 0 上 有 奇 性 ,为 此 , 引 


人 
u= sr, (2.14) 
则 有 
= /r— (l+ bp?) vw. (2.1S) 
此 时 (2.11) 一 (2.13) 方程 变化 为 (7 ,v ,k) 方程 组 
r = (1+bi)ro, (2.16) 
v = —ao- biw bick + (1 + b1)Ëk2 — co — (1 + bt) 2 


- (az + bib.) r2 — (ay + u4) + bilba + ba) ]r?v 
- [bila3 — a4) - (ba = ba)]r’k + (1 + bibs)r*, 
(2.17) 
= [bc —2(1 + b] )k]u + agb; — w — ck + (ab, 
— br 2 +[bilaz + a4) 一 (b; + 64)]r*v— [laz - a4) 
+ bilb — b4)]r Ë + (bs — bpr. (2.18) 
这 个 方程 组 对 r= 0 平面 是 不 变 的 ,因此 奇 点 变 成 奇 不 变 平面 . 
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= 
I 


在 不 变 平面 = 上,(r ,vw 水 ) JERK ` 
Y = ~ biw — bick r (1 + bi)k2 
ne Li (2.19) 


k = [bic -2(1+ b)Ë]o t aobh — t 2 ch. (2. 20) 

这 个 方程 组 不 依赖 于 a3,a4,53,04, 也 不 依赖 于 b, 或 b;, 方 程 组 
(2.19)(2.20) 可 看 成 方程 组 (x ,s ,&) 当 “一 0 时 解 的 状态 

以 下 设 5 ,5,6bs,a3,04 为 小 量 , 令 


€ = (bi,bs,aa,a4, bs), Gu 
X e =0 时 ,(2.16) 一 (2.18) 归结 为 
= r, (2.22) 
u =~ ao + 2 — cu — 2 ar’ + (bs = ba)r2k + r, 
(2.23) 


kK =- w- (c+2v)k — (bs + brv. (2.24) 
附设 ba + ba = 0, 可 得 


r = ro, (2.25) 

v =- agt k? — cu — 2 -ar + (bs — b4)r’k + rt, 
(2.26) 
k =- tw (c+2v)k. (2.27) 


如 果 ww = 0, 则 平面 & = 0 对 于 第 二 个 方程 组 是 不 变 的 ,这 有 
利于 寻找 (+,v,&) 方程 组 的 临界 点 ,e163+ ba 和 z 为 充分 小 ,对 
于 零 振幅 波 的 临界 点 为 [0,v* (e,bz bawe) k? (e,b3,b4,w， 
c) 为 


ce ` — 4a0 


ut (0.0.0,0,) = 一 一 一 到 ， (2.28) 


k* (0,0,0,0,c) = 0. (2.29) 
由 线性 分 析 , 当 - a3/4 < ao < OBI ARAO, vk R 
有 一 维 不 稳定 流 形 , (0,v ,&-) ,具有 一 维稳 定 流 形 , 相关 的 特征 
向 量 对 任何 c BCT r = 0 平面 . 当 限 制 在 ; = 0 不 变 平 面 上 ， 
Cut, kt) 是 一 个 汇 ,而 (wv ,kk&7) 是 一 个 源 ,对 任何 c. 
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对 a0 >0, 当 | c1> 2vVao 时 ,一 对 临界 点 存在 ,对 c > 
2 Vao,(0,v!',k') 为 一 个 汇 , (0.w E) 具有 一 维稳 定 流 形 , 其 
特征 向 量 垂直 于 x = 0 平面 ,对 (< -2vao,(0,v ,有 ) 是 一 个 
源 ,而 (0,w' ,k&*) 具有 一 维 不 稳定 流 形 , 其 特征 向 量 垂直 于 ”~ = 0 
平面 , 当 限 制 在 r = 0 不 变 平面 上,(w',k!) 是 一 个 汇 , (vw ) 
是 一 个 源 , | c | > 2V ao. 

当 rolei, b3, barw, c) 和 ko (e ,bs, ba to c) 满足 (2.4)， 
(2.5) 时 , 则 有 具有 平面 波 临 办 点 (ro,0,&o) 和 (ri0,Ai) ,特别 


dy tas + dao 
2 Ta 
da — V aš + 4ao 
2 , 


&o(0,0,0,0,c) = 0,,(0.0,0,0,c) = 0. 
ro 对 应 于 大 振幅 平面 波 ,r; 对 应 于 小 的 振幅 平面 波 , 线性 化 
(2.25),(2.26),(2.27) 可 得 特征 值 


Ay 
at= 0 


r6(0,0,0,0,c) = 


r7(0,0,0,0,c) = 


其 中 7y = aš + 4ao 十 arv a? + ao. 

对 应 的 特征 向 量 为 (xo,A*,0), (0.0,1). 由 线性 分 析 , 在 空间 
(r,u,k) E, — a3/4 < ao<0 时 ,(ro,0,5) 具 有 二 维稳 定 流 形 和 
一 维 不 稳定 流 形 ,c > 0; 一 维稳 定 流 形 和 二 维 不 稳定 流 形 ,c < 0; 一 
维稳 定 流 形 ,一 维 不 稳定 流 形 和 一 维 中 心 流 形 ,c = 0. 无 论 如 何 , 当 
限制 在 x = 0 平面 上 ,(ro,0,&o) 具有 一 维 不 稳定 流 形 和 一 一 维稳 定 流 
形 , 对 任何 c, 在 (xr,0,k1) 上 ,线性 化 算 子 具有 一 对 复 共 轿 特 征 值 和 

一 个 实 特 征 值 ,对 任何 c ,更 详细 一 点 ,在 (ri1,0,k1) 上 ,对 c >0 为 稳 
定 焦 点 ,c < 0 为 不 稳定 焦点 , 当 c = 0 时 ,具有 一 对 纯 庶 特征 什 和 一 
个 零 特征 值 . 

对 ao > 0, 仅 有 一 个 平面 波 临 界 点 (ro,0,&o) ,rz 为 负 的 , 当 

-oz4< ao<0 时 , 它 具 有 相同 的 线性 化 结核 
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方程 组 (2.16),(2.17),(2.18) , 流 的 整体 结构 对 小 的 e, b; + 
b, 和 w 解 的 e = 0,b, + bí =0,mw=0 推 得 ,附设 c = 0, 则 下 列 
两 个 函数 


E = Y02242) + Z= 2-2, (2.30) 
M = rk (2.31) 
为 运动 常数 .计算 

E =- (clv? + k?) + zb ) 2, (2.32) 
M =-(% + ch) r°. (2.33) 

事实 上 ,对 ba, ba 天 0, 可 修改 积分 
Ë = E + bak + bi(bs + b4) r, (2.34) 
M = M + (bs + bar? A, (2.35) 
Ë =— (elu? + k?) + ukr bilw + ck)r4, (2.36) 
M =- (xo + ck)r2, (2.37) 


当 w = c =0Ħ,M = 0. 

我 们 得 到 局 部 和 整体 结果 如 图 2.1(w = c = 0) 所 示 , 在 图 
2.1 中 我 们 看 到 三 种 类 型 的 解 ; 初始 状态 的 波 前 (fronts)、 38 BË 
(domain wall) „krp (pulse) ÆR 2.2 MEI 2.3 P, w = 0,c >0, 对 
于 c<0 可 由 c > 0 的 对 称 性 可 得 到 


< P< BK 


-0.05 1.5 -0.05 1.5 
r 


I 3 5 ` 
(a)ao € (- aš, 一 i) (baa := — Žal: (cug € (- iga) 
图 2.1 (2.16) 一 (2.18) 在 不 变 平面 有 = 0 上 ( ok) BE, = w= 0. 
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| 
D 


-0.05 15 Da 
3 
{a)a0 € (- al, - 61). (bjao € (- 8k) 


图 2.2 方程 组 (2.16) 一 (2.18)(e = 0)(r,v,k) 
在 不 变 平面 上 = 0 上 的 相 图 ,cc > 0,w = Ü 


TA 


-1 15 
-0.05 r 
图 2.3 g'(co) > g (co) 

(r,v,k,w,ciz)—(r,—=v,k, =w, — c, —- z). (2.38) 
这 里 研究 可 积 结构 形态 ,对 小 的 s,63 + b4,w, 适 当选 取 波 速 c. 

现 考 虑 波 前 和 筹 壁 :ao < 0. 

当 ao<0 时 ,存在 着 连接 任何 二 个 零 振 幅 > = 0 波 和 大 振幅 
波 r = ro 的 各 种 可 能 性 ,对 于 小 振幅 波 r = ~i, 如 图 2.1 所 示 , 虽 
然 小 振幅 平面 波 是 动力 学 不 稳定 的 ,但 存在 多 种 连接 性 . 

定理 2.1 设 e = (b1, b2,a2,a4,b5), b3 + ba 和 w 充分 小 ， 
则 

(1) 对 au E [- taż, -- Da MEN c > 0, 存 在 异 宿 墙 连 


接 大 振幅 波 ( z 一 - so) 和 小 振幅 波 (z ->+ co). 
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(2) 3t aa € _ aš, 0) 和 任何 < > 0 存在 连接 零 振幅 波 (z 
7T O AUMERE =t o) ) 波 前 . 
(3) 对 任何 ao€ [- 4 l 2 0). FUMARE wa. z 


Ua 


(apra) =0,% = Č (agaz) >0,4 c (- z gai» ax) = Č č (1695 
a2) = 0. 

(A) 和 情况 (1); 如 c = c AERE RI z — co) 和 大 振 
幅 平 面 波 (z 一 + co) 波 前 ;如 c > 6, 存 在 连接 零 振幅 波 (z ->- oo) 
和 小 振幅 波 (z 一 + o) 波 前 . 

(B) 情况 (2); 如 c = 5 ,存在 连接 大 振幅 平面 波 (x 一- so) 和 
零 振 幅 波 (> 一 + co) 波 前 ; 如。 > , 则 异 宿 墙 连接 大 振幅 波 
(z —— œ) 和 小 振幅 波 (z —+ %) 存 在. 

(4) 类 似 结果 对 c < 0 成 立 ,前 波 或 异 宿 墙 依 相反 方向 跑 . 

证 置 e = 0,6b3+ 6b4 = w= 0, 考 虑 流 在 k= 0 的 不 变 平 
面 (r ,v) E. 

Aika e [- 4 as, - aà), ,对 于 c = 0 存在 xr = ro 的 同 宿 
轨道 (图 2.1(a) )， vA 33) 表达 式 ( 开 =- cru, w =k = 0),uf 
知 , 它 对 一 切 c Z OBER ERRE OUR R > ERA 
ro 到 rc > 0(R2.2(a)). ME — BREMA r 到 ro 时 c<0, 从 
对 称 性 (2.38) 和 (图 2.2(a)) 能 证 明 第 -一 部 分 . 

现 转向 第 三 部 分 (A) ,考虑 系统 


r = ru, (2.39) 
v =- ao - co ~v? — ayr2 trt, (2.40) 
c = 0. (2.41) 


fE k = 0 上 ,能 看 出 参数 c 为 一 平 几 分 量 , 因 此 可 研究 参数 化 的 流 
形 族 , 令 a = w (ro,0,ko) MA w (0, vt, ) 均 依 赖 于 c. 当 限 制 
在 平面 & = 0 上 ,它们 是 一 维 的 . 令 me = U( uzi cl) 表示 中 心 稳 
定 流 形 ,re = UC" ie D 为 中 心 不 稳 定 流 形 , CEEL HER. 
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今 s = (r,o,c)ir= ran>0 表 示 流 (2.39) 一 (2.41) 的 
HARI. I > 0 对 一 切 0< , < rou > 0, u" Mw“ 相交 ; 仅 一 
KIED c. S gle) e C 分 别 表示 曲线 2 e N s 和 vc N s, È 
们 至 少 属于 c. 

从 上 面 ( 见 1(A)), 可 知 g*(0) ,我 们 仅 短 证 明 存在 一 个 co > 0 
使 得 g'(co) > 各 (co)( 见 图 2.3) ,由 此 推出 z> 0 的 存在 性 ,使 得 
g (E) = 全 (5) 推 出 波 前 的 存在 性 , 即 在 E> 0 上 wr 和 wr 相交 . 

考虑 在 (>,u,c) 空间 中 参数 面 w = a(r - ro) a < 0, 在 这 个 
平面 上 向 量 满足 


2 _ [c + atr = ro)] -H Gi ilr tro) (2.42) 


因此 存在 ci > 0, 使 得 (vw r) a,c >er € [riyro), 另 一 个 
方面 ,在 v= o* E.O < > < r f o = 一 -ar4<0, 注 意 到 < 
>+ o, 一 0, 因 此 ,存在 < > 0, 使 得 wv'< alri- ro). FE 
在 co > 0, 使 得 g'(co) > g*(co). 

对 c > c1,(0,v',k') 的 不 稳定 流 形 w*, 上 零 振幅 不 动 点 位 
于 (ro,0,) 的 稳定 流 形 w 上 支 的 下 面 (限制 于 k = 0 平面 ) ,因此 
位 于 (ri,0,&)) 的 吸引 区 域内 , 它 是 这 个 不 变 平面 的 汇 ,这 就 建立 
了 结构 稳定 鞍点 一 汇 的 存在 性 , 即 对 应 对 相连 为 波 前 当 c > 0 和 
c > 5 (图 2.4(a))( 对 c < 0, 为 源 — 鞍点 ). 


1 


~i 
-0.05 r 1.5 
图 2.4 (A)(2.16) 一 (2.18)(e = 0) EREE HI k = 0 klr,v,k) 的 相 图 ,c > 0,w = 0. 
(Ajag €E (- La, - Sag ) c > Ë 
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定理 的 第 一 部 分 和 c > c (第 三 部 分 ) 从 这 个 事实 即 (r1,0， 
k&1) .在 整体 (r ,wv,k) 为 汇 空间 ,c > 0 得 出 ,因此 这 种 连接 是 结构 
稳定 的 . 

为 证 明 第 三 部 分 (A)c = 的 情况 ,我 们 还 需要 证 明 ws 和 
w" 模 截 相交 于 c ,& = 0, 对 它 可 利用 微分 形式 去 证 明 稳 定 、 不 稳 
定 流 形 的 横 截 相交 : 设 r,y,z HR? 的 坐标 系 ,zw 和 wr" 分 别 为 二 
维 (中 心 ) 稳定 和 (中 心 ) 不 稳定 流 形 , 设 ue ,w* 相交 具有 任意 正 
交 基 | 1,f21ig1,g21 ,分 别 沿 着 它们 相交 的 平面 , 当 2 形式 ， 
dzdy 作 用 于 基 上 ,可 得 一 个 数 , 它 为 一 个 行列 式 所 给 定 ,这 个 行列 
式 的 元 素 为 基 向 量 是 依 r.y 分 量 所 组 成 . 令 

Pa = d<dy,P., = drdy(fi f), Pa = drdy(g1,g2), 
(一 为 稳定 ,+ 为 不 稳定 ) ,因此 相当 于 z, w 的 切 平面 有 两 个 向 
量 (P;y,Pi ,Ps), (Phy,Pi ,Pt.). 这些 向 量 对 有 同一 方向 的 任 
何 正 交 基 ( 右 手 系 ) 取 相同 数值 . 如 两 个 向 量 无 关 , 则 +o 和 wwr 的 
切 平面 不 相交 或 平行 , 它 推出 u 和 wr 横 截 相交 . 

相同 的 原理 对 于 RH m 维 (中 心 ) 稳 定 和 (中 心 ) 不 稳定 流 
形成 立 ,此 时 得 考虑 n 形式 和 nn 向 量 . 

现 完成 第 三 部 分 (A) c = c 情况 的 证 明 , 从 (2.39), (2.40)， 
(2.41) 可 算出 1 形式 的 微分 方程 (微分 或 作 一 阶 变 分 ) 


ór” = vr + rôv, (2.43) 
Gv = (4r3— 2a2r)6r — (c + 2)60 — Góc, (2.44) 
& = 0. (2.45) 
我 们 也 能 得 到 2 形式 P = ôro 的 方程 ,我 们 仅 需 
PP =— (c+ wv)P,— vP,.. (2.46) 


注意 到 Ai = (ro, 一 40 一 cv 一 vw? 一 qzr?+r4,0), 这 个 向 量 沿 着 
(2.43) 一 (2.45) 的 轨 线 ,是 ws 和 wr 的 切 向 量 , 令 
Až = (6r+ ,Svu:,1), 
分 别 表示 wr 和 rz 切 平面 的 第 二 个 基 向 量 , 它 们 显然 是 线性 无 关 
的 .因此 对 每 个 切 平面 构造 一 组 基 . 利 用 Gram - Schmidt 过 程 ,可 
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得 正 交 基 |At Atl, N > 0 为 规范 因子 , 则 有 
Pt -aiAD=A 7” EE v > 0. 

(2.47) 
M (2.46) 得 

Pš =- (c+ v)Ph 一 Nru2. (2.48) 

因此 ,we ,ze 均 会 有 临界 点 组 成 的 线 , 它 的 切 向 量 在 c 方 向 ,对 于 
任何 平面 会 有 这 样 一 条 线 ,2 形式 P... =: 0 推出 

PŁ —0,z-=—- oo， 

P; > O,z-=+ œ, 
因 Pi, = 0,z 一 - eo, (2.48) 表明 初始 Ph 是 负 的 , 且 必 须 保持 严格 
负 的 .对 一 切 z, 因 Pi =— Nr<0,Yr,v>0, 在 Pt,=0 上 , 因 
此 (2.48) 的 解 不 能 依 Pi 增加 的 方向 越过 P} = 0, 类 似 原理 推出 
P+, 有 结论 

P <0; P. >0. 

从 (2.47) 可 知 Ph = Pi, 类 似 计算 得 Pi = P< ,因此 二 个 向 量 
(PA Pho Pi) (Pu PR P.) 是 无 关 的 ,这 就 推出 we 和 wr 在 
c =T> 0l = 0) 横 截 相交 ,由 维 数 公 式 ,wr 和 wr 在 空间 (r,v， 
&,c) Ee 上 相交 ,以 上 推导 故 由 e = 0,63 + f = 0,w = 0 得 到 .最 
后 ,对 于 充分 小 的 和 非 零 的 e1 ,ps + 5,%, 我 们 仅 需 注意 到 交 面 是 保 
持平 称 不 变 的 . 

这 就 证 明了 第 三 部 分 (A) 的 c = c 的 情况 . 

第 二 部 分 和 3(B) 解 被 类 似 证 明 ,第 四 部 分 由 对 称 性 (r ,wv ,&， 
w,c,t) — (r, —o,Ë, ~w, — c, — t) 得 到 . 


简单 利用 Melnikov 扰动 方法 可 得 函数 = 和 的 估计 ， 


3 2 
ao S- 1622" 
对 于 方程 组 
r = ru, (2.49) 
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2 _ co 一 u — aar? 二 rt + m, (2.50) 


v= 3 
vV = 1672 


HH ag = 一 Zaz — d, Xf c =d=0 积 分 止 变 成 


E — gre- r [1 a: _ e), (2.51) 
则 存在 鞍 -> AELA (O, vt ,0)-> (ro, 0.0) Mro, 0.0) — (0,7, 
0)( 图 2.1(b)) 这 些 相连 的 保持 性 对 于 wu <- 访 a3,ao >- ta 


分 别 对 应 于 临界 点 c 和 <, 于 此 部 分 (3) 的 波 前 或 异 宿 墙 存在 .为 
此 估计 < 入, 计算 


| Fdz = F (一 Cr 十 ar vde. (2.52) 
从 (2.51) ,对 于 上 轨道 ， 
_ J/3 > 
v= AF ? )， (2.53) 


H (2.52) 和 在 (2.49) 中 改变 积分 变量 计算 得 
[a| = ($367)+ er)a 


0 V3 
= 3 (。 -Baz : (2.54) 
KE FFIN 
° 3a- 
FE dz 一 er -ac (2.55) 
从 Melnikov 分 支 结果 ,可 得 估计 
一 8a 3 2 
CiC = Bolia + an) (2.56) 
和 
s 8a 8 3 o 
= Balie + a0). (2.57) 


对 于 小 的 c, 和 ao œ~- al 是 好 的 近似 . 
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对 于 前 波 和 墙 :ao > 0 的 情况 

定理 2.2 “c = (bi.by,as. ai. bs) M w 充分 小 ,ao > 0， 
则 对 系数 在 (51,623,53,64,a3,6s) 空间 的 一 个 子 集 上 ,存在 同 宿 
连接 惟一 平面 波 (xz 一 -~ oo) 和 它 自 己 (z 一 + oo) ,适当 选择 频率 
YI 和 和 波 速 c. 

定理 2.3 Se= (b i,byx,as,ay, be) ,ba + ba 和 和 ww 充分 小 ， 
设 ao > 0, 则 对 c > 2 / ao 且 充 分 大 ,存在 波 前 惟一 平面 波 (> 一 
— oo) 和 零 振 幅 波 (z 一 + co), 对 cc< -2wvao 和 1c1 充 分 大 , 存 
在 波 前 从 相反 方向 路 过 ,进一步 ,对 任何 1c 1>2VYao 没 有 同 宿 墙 
FE. 

证 ”考虑 (2.25) 一 (2.27) 在 不 变 平 面 & = 0 上 ,ww = 0, Ri] 
仅 需 证 明 c > 2. / ao 情况 .因为 c<-2wao 能 从 对 称 性 (2.38) 得 
到 . 因 不 稳定 流 形 w"(ro,0,&o) 正切 于 特征 向 量 (ro,)+ ,0)( 靠 近 
(ro,0,k0)), 它 的 下 支 进 入 wv < 0 半 平 面 ( 见 图 2.5). 论 这 支 ,r 是 
减少 ,xr = rv 之 0 近 一 点 ,这 支 不 能 进入 wv > 0 上 半空 间 , 因 在 v 

= 0 上 ， 


f > G 4 
v =-— a ar + t = (,2 — rü) 0 20 <0. 


(2.58) 
因此 下 支 沿 r 的 减少 方向 ,这 支 不 能 穿 过 半 线 fv = vt,r > 
Val 上 .于 此 

v = rlr- ax) > 0. (2.59) 

无 论 如 何 , 它 能 穿 过 半 线 1v = v',r < V a] ,如果 成 立 ,能 
选取 c 充分 大 ,使 得 

v =— ao — cg — v? -ar + rî 

=—-(u-— u )(% — G ) + r. (r2 — a) > 0. (2.60) 

因此 我 们 用 这 个 事实 :ec 一 + o, vt 0,u —— oo, 可 知 

r (r a) 具有 极 子 : - ao; 人 4, 对 这 样 的 ,下 支 向 上 运动 进入 汇 

(0,v ) 的 吸引 区 , 我 们 得 到 结构 稳定 , 鞍 一 汇 连接 , 因 
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w(xro,0,70) 的 下 支 永远 依 > 的 减少 方向 离开 , 它 不 能 再 回 到 ro, 
类 似 能 证 上 支 永远 离开 依 + 的 增加 方向 ,因此 不 存在 同 宿 区 域 境 . 
再 看 脉冲 :oo< 0 和 ao 之 0 的 情况 . 
定理 2.4 iX a 各 (= Lao), Gwe) Æ (0,0) 或 ao > 0, 


Lel > 2 ag, WX e = (bj, b2,83183.b5), b3 + ba fl w 充分 
小 ,不 存在 pulses. 

证 ”初始 置 e = 0,53+ b, = 0, 则 可 得 到 结构 稳定 和 横 截 性 ， 
首先 考虑 w = 0 的 情况 ,此 时 = 0 平面 保持 不 变 , 无 损 于 一 般 
性 , 设 c > 0(c < 0, 对 称 性 ), 因 零 振幅 波 不 动 点 (0,v* ,0)， 
(0,v ,0), 有 


vt = 二 s -Aan (2.61) 


点 位 于 这 个 平面 上 ,对 于 aoE [- Tal, - ga) Ovt, 的 不 
稳定 流 形 不 能 进入 v < 0 半空 间 ,(0,* ,0) 位 于 其 中 ,由 于 定理 
2.1 第 一 部 分 ( 见 图 2.2(a) ) 的 相连 轨 线 ,和 在 lv =0,0< < rl 
上 ,导致 满足 
v =~ ao = ar? + rt = (r? — rir- rt) > 0, 
当 ag € _ 16225 0). W E =- cerv < 0 , IJ 
E = bazea 。 十 s a r (2.62) 
的 任何 水 平 集 的 分 量 的 内 部 是 正 不 变 的 ( 见 图 2.2(b)). 因为 (0， 
,0) 位 于 水 平 集合 有 点 = 0,v =+ V- ap HAR, TIO, v, 
0) 在 其 外 部 ,因此 没有 轨 线 从 第 一 者 通过 它 者 . 
现 设 包 宇 0,c < 0,385 (0, vt „k> AICO, oT, kT) 分 别 位 
于 (A,z) FERAE < 0) 和 右 (& > 0) ,我 们 有 kt=- w/(e + 
2 ) ,考虑 不 稳定 流 形 w (0v, k), CEASA H = Irv, 
&) <0< 站 任何 包含 在 这 个 流 形 上 的 任何 轨 线 有 
K = — (xe + cb)r2, (2.63) 
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CEH 上 是 严格 负 的 , 困 此 轨 线 穿 过 水 平 集 ,M = 2k = 常数 在 
M 减 小 的 方向 上 ,推出 这 样 的 轨 线 不 能 离开 H- 且 进 入 正 半空 间 
H,= i(r,v,k) 1k,r >>01, 共 中 局 部 稳定 流 形 ww10,v kT 
于 其 中 , 央 此 不 存在 脉冲 . 

对 ww >0.c 闻 0 类 似 讨论 表明 稳定 流 形 w (0.v ,kk to H4. 
因此 不 能 和 不 稳定 流 形 u (0,21. k 相连 ,对 于 w < 0 情况 处 理 
是 类 似 的 . 

Xf ag >0,c >2 az, (D, ut, k O HE, v k) 空间 中 的 一 
个 汇 ,而 (0,w k) 中 的 二 维 不 稳定 流 被 限制 于 不 变 平面 > = 0. 
因此 没有 (不 平凡 )pulse 存在 ,c < 2 Vuo 情况 类 似 . 


$3 Ginzburg-Landau 方程 拟 周期 


解 的 不 稳定 性 
考虑 GL 方程 
v, = (1 -lu {ut+ uu,,. (3.1) 
定常 问题 
0 = (1-1 u ea， (3.2) 
如 表示 (3.2) 的 解 x(z) = polr), WE 
w= ob, 
jt 2 
K= øt- t (S 
为 (3.2) 的 积分 , 则 p(x ) 满足 方程 
č + f(o) = 0, (3.3) 
其 中 


Fo) =- G to p. 


(3.3) 的 周期 解 o(z ) 形成 (3.2) 的 拟 周期 解 ,为 了 利用 于 特 
征 值 指数 , 作 z(z,1) = ulr, t) 2 ,其 中 wz 为 (3.1) 的 
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HaC) = jd 其 中 oz) 为 正 的 (3.3) 的 周期 解 ,于 是 


; 
' “š w 2 
z = rert an l ot glz + x -l zl“. 
t +. 2 p o 
1 


2w 2w x w? 2 3 
Q, = Q. Bet Bp (1 - oi — (a +e) a, 
. (3.4) 
应 一 Ba + Ba, -g + (1- ~ (a? + 0) ]8. 
p ' 


p 


(3.5) 
由 此 可 得 (o(z),0) 为 (3.4), (3.5) 的 周期 定常 解 . 此 时 解 
(3.4),(3.5) 线性 化 得 特征 值 的 线性 方程 组 


线性 方程 组 具有 T 周期 系数 , 它 能 写 为 等 价 的 一 阶 方程 组 


Y = A(xr,A)Y, (3.8) 
其 中 YE 4 为 向 量 (a,a,B,65)',A(xz,4) 为 矩阵 
0 1 0 0 
(À + w/o -1+3o2) 0 — 2up, Zo 2w e 
0 0 0 1 
2up, /0 _ 2w o (À + u Ot 一 下 十 o) 0 


定义 3.1 设 @(z,)) 为 (3.8) 的 和 矩阵 解 ,满足 (0,4) = L, 
其 中 1 为 4x4 单 位 矩阵 , 令 [为 由 (2.6),(2.7) 右 端 所 确定 的 作用 
于 一 段 有 界 连 续 函 数 空间 的 二 阶 算 子 .给 定 7E S!, 称 4 为 L 的 一 
+ y 特征 值 ,是 指 y ADT, a) 的 一 个 特征 值 ,4 的 几何 y 重 数 为 
(G(T,z) - yD 的 维 数 ,代数 - 重 数 的 定义 则 更 为 复杂 . 以 下 可 
NIPT [不 具有 广义 特征 函数 ,因而 几何 和 代数 > 重 数 是 一 样 
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的 . 

现 设 K C i 为 一 简单 闭 曲 线 , 有 定理 

定理 3.2 Sl = iye Sl: y= ll.y € SL ,i2 K 为 在 
[Rea Z 0: 中 的 简单 闭 曲线 . 它 和 虚 轴 相交 仪 在 A = 0— 5, EA 
有 一 个 是 区 域 . 设 . > 0 为 K 和正》 轴 相 交 的 惟一 交点 . 


(1) 对 每 个 固定 wa € [oa A IEE Geo) > 0 使 得 如 
c Z elw), M K 对 于 上 的 7 特征 值 ,YY € S; ,对 于 一 切 (3.3) 


(2)r 特征 值 指标 c1(e(K,y,o)) = 2,W y, T, w, AE L 6 
谱 含 有 一 个 区 间 ,ao < À < À] ,其 中 Al > Àg = 0. 

定理 3.3 关于 (3.4),(3.5) 周期 解 (p(x),0), 线 性 化 方程 
组 (3.6),(3.7) 的 谱 可 从 (3.3) 的 周期 解 p(x),w = 0 得 到 , 且 它 
振荡 地 通过 零点 ,含有 一 个 区 间 位 于 正 实 轴 的 一 个 部 分 ， 

为 了 证 明定 理 3.2(1) 的 断言 ,必须 证 明 K 对 于 适当 的 参数 值 
T Hw, L 的 7 特征 值 是 不 相连 的 .这 从 以 下 三 个 断言 得 到 

(j|) L 的 谱 是 实 的 ; 

(ü) = c HAS L. 的 特征 值 ,对 于 适当 的 参数 ,c 充分 大 ; 

(Ñ) A = 0 决 不 是 y 特征 值 .Y7y € SL. 

证 ( i) 因为 L 的 谱 当 且 仅 当 它 是 7 特征 值 对 y € Si! 充分 
证 明 工 的 y 特征 值 是 实 的 .这 从 为 (2.6)(2.7) 所 定义 的 线性 算 子 
是 关于 L? 内 积 对 称 性 得 出 , 即 


JU) U): 


其 中 在 R! 上 光滑 函数 配对 o, B 的 空间 满足 y 特征 值 条 件 
(a(T),B(T)) = (ya (0),r8(0)), 
Ca (TOR CT)) = (ya (0), r8 (0)). 
EME 3803.6) 以 a,(3.7) 以 有 ,部 分 积分 取 虚 部 .计算 
表明 ImA = 0, 因 此 1 的 谱 是 实 的 ,上 的 对 称 性 推出 对 上 L 的 每 个 y 
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特征 值 * 具 有 上 升 性 .因此 4 的 几何 > 重 数 等 于 它们 代数 > 重 数 . 


(i) Waco <. 务 , 存 在 < > 0, 仅 依赖 于 un tE L 
的 每 个 系数 关于 | x | 是 一 致 有 界 的 ,0 < ST), V p € 
(ooro) BEA > 0 为 上 的 一 个 特征 值 ,(e ,8) 为 相应 的 规范 化 特 
(ERA tU 


T 
J (a` + Bdr = 1. 
0 
对 任何 。 > 0,8 


e? 2 l > 
| Ba IS y Bx + eI 


选取 e = \) 二 ,估计 ap 项 ,可 得 


工 K 

À) < f (x + fhe + Pdr. 
2 

因此 和 < w+ 分. 因 « 仅 依 闵 于 wo, 如 选取 c(wo) = <+ U 


c 之 c(two), 推 出 4 = c KR L 的 一 个 特征 值 ， Vp € (po,p1], 


lol € (es 4). 

Ci) RERA y 特征 值 能 通过 原点 ,y € SL, 这 个 命题 等 
价 于 证 明 如 DT, A, P) 为 线性 化 方程 组 (3.8) 的 Floquet EBE , Jl 
7 不 是 矩阵 B( 本 ,0,P)(Y p E (pop1]) 的 一 个 特征 值 ,一 般 说 来 ， 
证 明 是 困难 的 , 计算 量 是 大 的 ,但 这 里 由 于 方程 组 (3.2) 的 对 称 
性 ,导致 (3.2) 的 是 4 个 参数 的 解 具有 某 些 附加 的 结构 ,此 时 解 集 
可 表示 为 

u = ulz, pw, p) — p(xr,pyw)e Yt,p,o)) 
其 中 o 为 (3.3) 的 解 ,满足 初始 条 件 
p(0,p,w) = 0, ， (3.9) 
l0, p.w) = p. (3.10) 
- 56 ， 


PO = ww, 凡 为 附加 的 自由 参数 ,为 方 使 计算 , 解 依赖 于 参数 p,， 
p B-D 的 变 分 方程 为 
0 = u, t(l~-2uu)v- uv. 
简单 计算 表明 a + ig = expl i0) v 为 方程 组 (3.6)、(3.7) 在 
4 = 0 的 解 ,. ulr) Itr, gp p o 分 别 微 商 得 


S 
0 Pra) 
Ü 
HAT = ， sir) = 0 
v (z) py yola Ge 
Pra) = Pla) 
` Olr) 
Op Lw 
Ppr | Pax 
yr)= E, y(r) = 
PR pS 
| (om)z (eS), 
其 中 
2ouon ( s ) 
R(x) = | eds = 0, 
0 p(s)? 
1/2w 1 
S(z) =-| P , -ds = 0,. 
X 0 o? l. P 


注意 到 olr) 为 (3.2) 的 是 周期 (jp) 的 周期 解 ,显然 p — po 
时 .TT(p) 一 + co, 因 为 周期 轨道 逼近 于 同 宿 轨 道 ,从 基本 的 分 支 
理论 可 知 , 当 p 一 pl 时 TT(p) ra ,还 可 证 明了 T(p) 关 于 p 

Pi 

单调 减少 , 见 附 录 B, 对 于 (3.8) 的 四 个 独立 解 .我 们 计算 Floquet 
矩 隆 ,为 此 需要 这 四 个 解 在 x = 0 和 x := TO) 上 的 正确 边界 条 
件 , 我 们 边界 条 件 对 这 些 参 量 微 分 ， 方便 记 p 为 o(zx,F,w), 从 
(3.9),(3.10) 有 


+ 37 ° 


Syve x ° ë 


有 


s. 


其 中 B = ou(0) > 0,p € (posp). Ys Ya 的 边界 条 件 易 从 
(3.9),(3.10) 得 到 ,特别 有 
p0, pw) = (Tlo), paw) = p. 
因此 
P0, p.w) = l, 
oT) pw)T (0) + oT) pw) = 1. 
无 论 如 何 , 由 (3.10) 知 , 上 式 左 端 第 一 项 为 零 ， 因 此 
(TCD pw) = 1, 
从 (3.10) 得 o0, pw) =0= p(T(p),p;,w). 因 此 
CrO, pw) = 0, 


0 = E ATO paT p.m) T P) 
+ Pal Tp) p œ). 


因此 有 
1 | | 1 
0 | -BT (p) 
Y3(0)= | 0 Y(T) = PR(T(p),p) ` 
-2w | — 2w 
p p 


现 计算 Y4 边界 条 件 ,(3.9),(3.10) 村 w 微分 ,oo pu = 0; 
£ = OT p), KE 
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o) | 0 

0 | O 
YA(0) = 0 |, YATO = SCT) |: 

1 1 

P p 


再 考虑 (3.8) 的 基本 和 矩阵 解 在 4 = O F: 
Vr) = [vr), vr) var), ar) 
Floquet 矩阵 B(x,0), 有 (2.0) = W(xz)W(0) !. 
简单 计算 表明 


0 0 l 0 
0 B Ü 0 
= w 
(0) P $ 0 01, 
~2w l 
0 — 一 
P. b 
0 -= 2 -上 o. 
(PE) P | 
(0)! = 0 B 0 0 | | 
l 0 0 0 | 
2w f 
一 一 Ü | 
p P. 


因此 


BT(p),0) = WT) YO)! = 


局 
十 
t> 
g 
G 
@ @ — 


其 中 尺 ,S 在 T(p) 上 取 值 ,虽然 @(T(p),0) 只 有 简单 特征 值 
y = 1 是 代数 重 数 为 4, 因 了 (p) < 0 下 面 的 , 椎 出 y = 1 的 几何 
重 数 至 多 为 3, 除 非 S = 0 在 T(p) 上 ,此 时 重 数 为 2, 由 此 可 知 , 对 
任何 4 = 0 不 是 @(T(p),0) 的 y 特 征 值 , Yy € SL ,p € (oo, 


P14, 这 就 完成 了 定理 3,2(1) 的 证 明 ， 
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现在 计算 y 特征 值 指标 cile y o D 在 常数 解 p = pl 上 这 
对 应 于 GL 方程 (3.2) 的 周期 解 w(x) ,w(x) = pie* ,其 中 波 数 上 满 


ER +o =l, k= p ,此 时 线性 化 方 和 (3.8) 的 矩阵 A Cr, a) 具有 
1 
常数 系数 . 


0 l 0 0; 
À +2(1 -有 0 0 2 
Alà) = l ) E 
| 0 0 0 1; 
I 0 -2k À O 


简单 计算 可 得 这 个 矩阵 的 特征 值 满足 的 特征 方程 为 
at — 2(3 — (3k? — 1))o2 +A + 2(1 — É2)) = O. 
因此 
c= À —- H+V(ÀA-H)- À Q r2(1- Ek)), (3.11) 


HP H = 32- LIN f) = Pa +o œ, M] f (o) =2H, Ù 


此 二 <k=< 1,H >0; 这 是 因为 p01 为 /(p) 两 个 正 根 较 小 的 一 个 ， 
S To = T(pi) 为 极限 周期 (p -> p1) ,可 由 以 下 方法 得 到 . 对 方程 


2 
r + flp + r) = 0. 


由 分 支 理论 可 构造 小 振幅 周期 ,其 中 ;= r(y) ,0 之 y 之 27. 
分 支 的 线性 化 准则 可 得 方程 4 六 + (o) r =0, 具 有 2x 周 
期 解 ,产生 于 参数 什 


` 2x 2z 
To = Ga = Ep (3.12) 
L BJ y KREA 能 在 p = pi 处 显 式 计算 . 
注意 到 4 为 这 个 算 子 的 7 特征 值 , 当 和 矩阵 A(X) 具 有 纯 虚 特征 
fE a (I Floquet RE ®( To, à) = exp(A(%)7T0)), 对 此 (Ë ə2 E: 
非 正 的 ,如 图 4.1 所 示 . 从 图 4.1 PTAA, RADERA = X = 
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H° 
2(H + (1 —- Ë°*)) 
设 - 2H Lo LOXSE a € [0,261 > - a (À) 表示 对 应 o” 的 


两 个 值 ,c. 取 正 实数 ,对 于 XE€ 10,%01. 上 的 y 特征 值 为 
y (A) = e lasta) 


ata e [Oa AER EE 22. AG3.11) 可 


今 
y (À) 一 e DAU 
yslà) = e? LA ', 
y (A) = e WON, 


: 
o 


— 


— 


B 4.1 
这 四 个 肾 数 在 S! 上 的 像 如 图 4.2 所 示 , 特 别 * = -1 特征 值 ， 


(= = Jia, (Ao) < Ë ,因此 yilo) #l y. (Ao) 


位 于 第 三 象限 ,从 图 4.1 中 可 清楚 看 出 ,对 任何 > € Sy ,存在 1E 
(0,21 ] 二 个 值 从 图 中 可 看 到 ,在 4 = A, 上 ,Fioquet 矩阵 (To, 
41) 具有 其 他 三 个 不 同 特征 值 ,yz() AAD, UAD 分 别 在 第 
三 .第 一 、 第 四 象限 ,因此 y 是 Floquet 和 矩阵 的 简单 特征 值 ,类 似 可 
看 到 对 Floquet 矩阵 (T.A). y 也 是 一 个 简单 特征 值 ,这 就 推出 
y 特征 指标 c,(e(&,Y,p1)) = 2, 定 理 3.2 的 证 明 现 已 完成 .由 此 
对 于 任何 y € SL ,存在 在 K 中 二 个 > 特征 值 . 
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> 
i 


VA) 


VA) 
Ài 
YA) Y (À) 
1 Ill I 
À; Ài 


E 4.2 
Amal Y) < A. (6) A y 特征 值 指数 给 出 精确 在 闭 曲 线 K 内 


一 切 y 特征 值 的 数目 ,于 是 有 
Ao = inflAan(y) :YE ShI, 
Ai = maxlà maly): y € Sh). 
这 就 推出 区 间 Ao SA < À 位于/ 的 谱 中 . 


附录 A y 特征 值 指标 
我 们 提供 一 个 从 e(K ,y) 构造 y 特征 值 和 计算 7 特征 值 指标 


HDA. L 为 二 阶 微分 算 子 . 
Lp = Dp +a(x)p + hb(r)p, 
其 中 p€ Calz), blr) BA T ANEHE, KC 2 为 简单 闭 曲 


线 , 它 和 上 的 y 特征 值 y |= 1 不 连接 . 考虑 一 阶 方 程 组 
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Y = AGr.A)Y, (A.1) 
其 中 Y 一 (p.g): E C| H 


A(x. À) = 


0 I 
D (al blr) -D latr) l 
它 等 价 于 方程 组 上 Lp = ap, Wà 为 这 人 程 组 的 y 特征 值 , 则 存在 
相应 的 解 Y(.x .A ) 满足 边界 条 件 YO T.A) = YY(0),4), 为 了 给 出 
边界 条 件 的 几何 解释 ,附加 2x ECW: 
Y = A(r,A)Y, (A.2) 
“= 0. (A.3) 
令 
= (YW, W) E C”: W € C7”, 
为 子 空 Um. YG) 是 É (A.1) 满足 边界 条 件 Y(T) = yY(0) 
pn IHR Zr) = (Y(z2).W) 为 (A.2),(A.3) 的 一 个 
解 ,满足 几何 边界 条 件 
Z(0) = Xi, Z( T) € X,. (A.4) 
y 特征 值 从 构造 如 下 : 令 KeCK ,从 的 基 空 间 B : B = 101 x 
K? U [0,T]xK UIT} x KAE B 为 2 球 .其 次 ,定义 e(K， 
y) 的 纤维 , 令 y(r)E S1, 为 连续 曲线 使 得 y(0) = 1,7y(T)=y， 
令 .Y 为 平凡 从 
U F "AXo PX po: 
&@ e(1 <; < 2n) AI PRERE, Z.A) 为 (A.3)， 
(A-4) 的 解 满足 初始 条 件 
Zi(0,4) = (e,,e,). (A.5) 
用 Zi ERRE 
iC A) = (Zir, A) + Xy VER Za, à) + Xpo). 
注意 到 条 件 (A.5) 构成 半 SARATA. 4), y Wy iF PS BU 
满足 ,在 x = 0 上 ,这 些 截面 展 成 空间 :5 x “4 XI; fE = T 
上 ,如 4 不 是 上 的 y 特征 值 , 则 它们 展 成 空间 Y/N, xil. 
定义 A.1 7 特征 值 从 e(K ,7y) = (人 ,B,r), 其 中 rr:B- 电 
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为 投影 映照 .定义 为 
|” x. Xr (Cr =0,à €K?) 
x ilr, à) = 4 Spanx,(x.4) (< >+ < [P.A € K), 
“MX, xX(0) (w = T,xz € K). 

y 特征 数值 指标 定义 为 在 从 s(K.y) 上 的 第 一 阵 数 C (e (K, 
7)). 已 经 被 证 明 , 这 个 数 不 变 是 等 于 在 K ih L 的 y 特征 值 的 数目 ， 
这 两 者 之 联系 是 通过 某 解析 函数 D(A4,r)( 该 函数 被 称 为 Evans P8 
数 ) 来 进行 的 ,Evans 函数 的 根 精确 等 于 上 y 特征 值 . 

MRB Tip) 的 单调 性 


方程 (3.3) 是 可 积 的 ,具有 积分 人 = (tpt getta 
始 条 件 p 为 多 项 式 
F (po) = a — o + ko? = w? (B.1) 
的 零点 , Fio 具有 三 个 零点 P >0:P (k, w) = pP k, w) < 
P3k w), P 对 应 于 p 的 第 二 个 零点 ,p 为 (3.3) 方程 具 初 值 
20(0,p) = p,p (0,p) = 0 的 周期 解 ;P; > p;, 现 证 
ZTO) = ETO) w) > 0. (B.2) 


因此 , 因 记 为 有 的 单调 减少 函数 , T 为 已 的 单调 函数 (固定 w) 
可 证 : 


v2 
T(k,w) = -一 一 一 一 一 . 
MY P3- pi,v b - p?) 
HP Ma, b) H a,b 的 代数 几何 平均 ,定义 为 :0 < a = ab = bo. 
Ca+l = V ab, but = a, + b,), a,b) = lima, = limb, . 
因而 (B.2) 是 对 的 ,如 果 
Mlk + ó) = M Bk + 6) — Pk + OW Pk + 8) = PG. + Ə)) 
< MY Pi(k) ~ PS(k),V Pilk) — P2(k)) 
= Mk) Y5 > 0,w E. 
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展开 Pik + ó) H p (k) + ró +o (i = 1,2,3), 
0<àá<1.r BËH(B.1) BE ARERR aoai, bosb, 能 被 找到 使 
得 

(b + 6) = Magt að + OCE), bo + bie +0082) 

= .MV agbo + si +0182), 


Llao + ba) + sð + 0(82)), 


aibo + aob 
aibo tagdi oo) 

2 V aobo : 2 
推出 ; < 0(; = 1,2),IN Mk + 8) < Mk). 


— 
i 


S1 一 


(ai 十 bi). 


$4 广义 Ginzburg-Landau 方程 平面 波 的 
非 线 性 稳定 性 


考虑 如 下 的 Ginzburg-Landau 方程 
w, = qiz. + (Alw) + iwl) wlw 
+ a3 | w l w, + agw w, (4.1) 
HP wE C ,(z,1) € Rx Rt, a = a; + b; € C ,BH. 
Alr) = cí + car” + cari, 
wlr) = d r° + dsr’. 
因此 c,d; € R, 设 GL 方程 的 平面 波 解 为 


- ji -g 3 
ws (I,01) 一 roe iOa ti 


其 中 
A(ro) = 0 — (bs - bi)rà0o, 
e (ro) = (az - a4)ri6u + 00- 
若 作 变换 w -> we Baia 00 = 0. 
定义 4.1 平面 波 称 为 是 谱 稳定 的 , 如 果 曲 线 Rey = 
一 C(Imy Y, (C > 0) 所 界 的 复 平面 的 谱 是 有 界 的 . 
S wlr,t)= rlx, t)” D 方程 (4.1) 变 为 
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r, = ra t rÀ (r) r+ A, rr + B. re,, 
" (4.2) 
0, = 0,, — (r) + 2 TO, — H. rrt A. rh 
HHP A, = a; taa, B= by tby 
在 此 坐标 系 下 ,平面 波 解 对 应 于 r = ro 0 = Oor. 
为 了 人 研究 平面 波 的 稳定 性 ,引入 以 下 参数 : 
1", = 463 一 4b3ri0, 十 (B. B 一 ai) yg, 
D, = 2ro00w (ro) + ai ly +2A. B yido 
-44_ yb - B- yaw (ro), 
T, = 70A (ro) +2B. yilo. 
假设 A, 设 这 些 参 数 P. 满足 条 件 
(a) r, < 0, 
, Dy 
(b) Pi + Ps + (=) <0. 
3 
当 a3 =< Q4 7 0 时 ,上 述 条 件 简化 为 
(a) À (ro) < 0, 


(b) oA Cro) + QQ 1 + SAN |< 0. 
引入 波 的 扰动 
r= ro to,0 = Qor + 9. (4.3) 
我 们 这 一 节 要 证 明 如 下 定理 


Ema m ooAn Bm ina). 


设 (s) px | ra( B- 一 20o) |< H, mj 当 Fo 二 |! uo ||, + 
l zol 充分 小 时 平面波 是 稳定 的 ， 日 其 扰动 满足 估计 : 


(a o |< (l+) iE, 
(po re + IE,, 


(c)| og) rc(l+ DÄ Es. 
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推论 4.3 ”在 定理 4.1 假设 下 ,平面波 的 扰动 满足 估计 ， 
(a) laol) Se HE = 0,1,2; 


(b) | olr) | Sc + t) 4Eo. i = 0,1,2, 
推论 4.4 ”在 推论 4.3 假设 下 ,有 估计 : 
(Oae) lle KeA +) Ep i=1,2. 


为 了 证 明 以 上 定理 ,需要 证 明 某 些 引 理 . 
将 (4.3) 代入 (4.2) 可 得 发 展 方程 
e\ fe 
(8), = (0)+ Reng), (4.4) 
其 中 线性 算 子 二 为 
_ Mas 
LDL 
L i = 32 + At rr+ro (ra) + 2B. 7o0o)， 
L; = yo (B. rô ~ 200)9,, 


[2 _ B, ro]ə, + (2A = yao = e” (Yo), 


ro 


T 
" 


L, = 22 + A ri 

高 阶 项 满足 IH(u) |= O((u)2), | u i— 0. 

线性 算 子 工 能 写成 上 = L+ NƏ, + M, 其 中 万 为 2x2 恒 
等 矩阵 ,M,N 为 


At ró B_ +à — 2ro0o 
200770 — B. ro A- ë | 
roà (ro) +2B. 0 0 
24_ rÜ - w (Oa) 中 

从 文献 [27] 可 知 ,L 的 谱 在 任何 12 RAROS > < co) E Pt 
于 此 曲线 

C,=1y:l- kh +N + (M - y>) |= 0,k €R}. 
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引 理 4.5 ” 设 假设 A 成 立 , 则 平 而 波 是 谱 稳 定 的 ， 
证 :通过 计算 可 知 对 y € C., 
> 1 
y(k) =- k? + Ea + iaarfk + (=) + rik? + ipi), 
由 此 得 


r 1 
koy(k) =- Ë? + > + LA + 人)2， 
22 


其 中 


注意 到 因 r, < 0, 则 Rey(0) = 0, 且 
d _ 1l Dy 
[gre] =l sol (R) h 
故 
AL (Rey) < 0( 假 设 1 成立) 因 


[Br] = ilor r) 
因此 平面 波 对 小 的 & 是 谱 稳 定 的 . 
由 文献 [27] 可 知 , 算 子 工 当 17 | > co 时 为 谱 稳定 ,于 是 余下 
来 是 证 明 对 一 切 有 ,Rey(k) < 0, 这 等 价 于 证 明 


baroce- 2. 
22 


因 T, < 0, 以 上 等 式 两 端 平方 可 得 
o<- Qp + roe + (sy. 
由 假设 A 可 知 上 式 右 端 为 正 ,再 平方 之 ,由 简单 计算 ,可知 条 
件 Rey(k) < 0 包含 在 引 理 假设 中 . 


H T L. 为 Laplace 算 子 的 低 阶 振动 ,内 此 L 形成 解析 半 群 , 现 
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已 知 平面 波 为 谱 稳定 ,我 们 能 对 半 群 进行 估计 , 因 和 矩阵 M 和 NN 为 
常 系数 , 故 可 进行 F 氏 变换 . 
引 理 4.6 H LERES) 满足 估计 
(a) ISu || K ell + 3020 | u |a 
+ Ce-B | ta llr, 


(b) ass 人 (tu | 2 < e(1 + paG Hull + Cr- 二 


. ər |l g, 
对 某 8 > 0. 
证 ”此 证 明 是 标准 的 ,(a) 从 略 ,证 明 (b) ,考虑 线性 方程 
v = Lv, 
D = vo. (4.5) 


它 的 解 为 v(1) = S(i)vo, 以 p(&) 表示 工 的 符号 , 故 对 (4.5) 的 
解 有 
Əko(&) = (¿&)ke>(0) 0 (6), k=0,1,. 
因 世 是 谱 稳定 的 , 故 存在 常数 C,8 > 0, 使 得 | ee |< eei, 
先 设 & = 1, 120E) I< Ce E 由 两 端 平方 积分 得 


laale cf Reo (8) Pd 
. (4.6) 
+cf Ee KR | vo (ë) Idé, 
I> 


因 Zol = Havle 20.8 vle < olo pg 
一 项 可 估计 为 


一 2, - 7 - 2 
| 8 Et | o (£) de < || 2 | of. 


Ee tde 
“1 
< Coll E+ 1) 
为 估计 第 二 项 ,注意 到 | yv) e r < ce 29 0 < a < B, 因 此 
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| ee (P Pags] (EDE oo (E) Pd 
1&1>1 >] 


Jêl 


Sanf etiba (E) ae 


IE: >I 
Suto) lio (E) Idg 
12 >L 
< cle? | vo | ? 2. 
EER a + 六 委 (e+o) ab > 0,(4.6) 两 端 开 方 ,得 到 = 
! 的 结果 ,对 于 & > 1 的 证 明 是 类 似 的 . 
现 证 明 主 要 定理 4.2 , 令 线 性 算 子 Li 为 
Li = 3} + A, ri + T3. 
用 下 氏 变 换 易 证 L 生成 半 群 Si() HXI k > 0 8 E 
S (| a < l l tu 1 2. (4.7) 
H P, < 0,% H = (H,,H,),18#i$ 
p: = Lie + r(B_ ri ~200)¢, + Hi(p,prs$,). (4.8) 
u= (p,$), BERDI 


l: = Si()po + ro(B- rü = 200)| S.G: — r)Ə,ua( r)dr 


< + | S.G - DHe), wlr)de, (4.9) 


G) = SCD ut [2,80 - Hl), ule) dr. 


显然 ,如 果 (o,g) 为 (4.9) 的 解 , 则 它 也 是 原来 问题 (4.4) 的 
解 ,更 简化 些 , 令 o = u EA S) = S(1)9,, 由 (4.9) 得 


oa) _ Sm 十 ro (B. rŠ 一 200)| S.G 一 z)zz(r)dr 
< + [Si = Hip(r), ule) dr, (4.10) 
vl) = S(t)vo + [asa ~- r)H($lr), vlr))dr. 


以 下 引 理 证 明 (4.10) 至 少 具 有 局 部 解 
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314.7 (loo vo) € H?, 则 存在 T > 0 使 得 
p(t) ,v1) € Ht € [0, T). 
iF HUB 4.6 SO) 满足 估计 
PAS )u l Ps Cual = 0,1, 


HOW, 2 4 + — 0 时 可 积 ,由 (4.7) 知 
| Su we lule. 
由 Sobolev $ AER | u? l r <: cw 到, 高 阶 项 了 Hl 和 
H E H? 中 连续 ,存在 性 证 明 可 由 标准 的 应 用 半 群 理论 得 到 . 
现 已 知 (4.9) 的 解 至 少 在 短 时 间 内 存在 , 现 作 长 时 间 形 态 分 
析 , 令 
v= (p,u,),u = (p,$), 令 
Eo = 站 ae 二 ao 
以 下 引 理 将 给 出 定理 4.2 的 (a),(b) 部 分 ， 
lol < lule. l] é ra lu |. 
引 理 4.8 ”如 Eo 充分 小 , 则 (1.9) 的 解 满 足 估计 
oG || el + 0) 1EQ 
证 ”首先 注意 到 |H) le Clelia | 
<Cl ol  H31884.640)8204.9) 可 得 
l oC) l S ele | vo lle + a| Ts - r) || (£) Íl gdr 
a fene l olr) 17pdr， 


uD le LCU +) IE + cfa += r)ÑÌ || ule) ?dr 


teff = y 3e 209 1 ale) izde, 
其 中 
a =] ro( B. rë -- 200) 1. 
注意 到 | po | e SE $ | r =< Jul n, WA 
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leto lie < El + Ñ + | 2682 oC) | ar 
+ cfa 十 上 一 r) 3 | ule) || Pdr 
+ cJ (t-r) ee n] ule) lizde. (4.11) 
A 
M(t) = sup (1 rr) oC) |, 
由 MO) 的 定义 ,(4.11) 可 写 为 
COIFFES NIERE i+ 2M(D| Tt — r)(1 + r) ide 


+ avè f a r-r) G+ r) dr 
+ vof - r) $e PE (1 + r) ddr, (4.12) 
Ts < OA (0,5 FA r ) 积 分 ,可 知 
[eat idat, 
其 中 


u 二 GERMI LITE ir . 
类 似 有 | are- D 0+ drca +e, 


je _ r) e PEO + r) dr S< C(1+ r) 2. 
此 时 (4.12) 可 写 为 
Iul) l e < CEo(l + #)` i tauM() (1 + t) "3 


+ MUDAN, (4.13) 
因 M(t) 为 1 BRAR, A M(t) < CEo + axM(1) + CM2(1), 由 条 
件 (s) 有 au < 1, 因此 如 Eo 充分 小 , 则 M( z) < CEo. 
由 上 述 引 理 还 可 得 出 定理 的 第 三 部 分 (c) 由 (4.4) 有 
en. 


$, = L; $ + Lap + H.(x), 
具有 解 


$(1) = S(t) $o [se - r)Lap(r)dr 


+ | Ss — r) - H(v(r))dr, 
0 


其 中 S,(z) 为 Ls 所 形成 的 半 群 . 
用 F 氏 变换 可 证 S3(z) 满足 引 理 1.2 估计 . 
| Ssu lle SC luli, 
lLelesClolesClol;r, 
lE | < Co 2, AOC Iž. 
因此 ,利用 适当 的 半 群 估计 可 得 


[#0 Nr CO oO dE + cl I vC) hae 
+ Cf Qtr rh or) ipadr. 
由 引 理 4.8 推出 
| $C) rc + -aE + æfa + r) 'idr 
+ CE5 K +t) 4(1+ r) 2dr, 
因 
[a +t- z) + r) Ydr :C+ 1)-4， 
由 此 得 
I $C) Nr < CEC +) 4 + CE (1 + 23 
< CEo(l + 1)4. 


$5 广义 Ginzburg-Landau 方程 的 
有 限 维 惯性 形式 


在 $1 中 ,我 们 考虑 了 如 下 方程 


. 73 - 


一 


Ju + vu, = yu + (y. + irua — (B, + B) l| u Pu 
— (8, + ið) lu lla - (A, + iA) | u u, 
(pt i) < € Rl > 0, (5.1) 
在 条 件 之 一 476 > (À, 一 yw) 下 ,证 明了 方程 (5.1) 周期 初 值 问题 
整体 解 的 存在 性 ,惟一 性 和 整体 吸引 子 的 存在 性 . 现 先 来 证 明 条 件 
4786. > (À; -pw 是 不 可 改进 的 . 如 果 478 < (2; 一 ,考虑 空间 
周期 解 x = Re 代入 (5.1) 或 取 实 部 解 出 R7,14 


=$ (elg Qi KIEV (B(A AM AARE 


Atano] E a o o E, 
可 见 当 -=+ co 时 ,R2 >+ eo. 这 说 明 解 爆 破 . 因此 47,3, > 
(À, - i)? 是 不 可 改进 的 . 

因为 (5.1) 的 解 半 群 S(r) 具有 有 限 维 吸引 子 , 为 了 有 效 地 考 
虑 解 的 长 时 间 行为 ,我 们 期 望 用 一 个 有 限 维 常 微分 方程 组 来 描述 
吸引 子 ,为 此 必须 考虑 惯性 流 形 , 但 惯性 流 形 存在 的 一 个 很 重要 条 


ERR Kf, a 一 和 2 M$ Hana + an), XE 


lÀ, m= 1 是 算 子 = Yrd re 有 具 周 期 条 件 的 一 组 特征 值 Àm = 


[ey ,上 是 空间 周期 长 度 ,/ < + 所 定 ,Mo > 0 是 估计 得 到 


R? 


的 一 个 常数 ,这 里 , 因 (5.1) 式 中 有 非 线性 导数 项 ,故此 时 a = 
如 谱 异 口 条 件 满足 , 即 
l+! 


2 + 
A zy (2m +1) > Mo Z: y, (2m + 1), 


1 
z- 


即 
1+ C4) 2r 
Yr L < Mo 
从 上 式 可 以 看 出 , 当 革 适当 小 或 六 充分 大 时 , 谱 裂 口 条 件 才 能 满 
是 ,此 时 可 得 到 (5.1) 式 惯性 流 形 的 存在 性 . 
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我 们 这 里 设法 改进 上 述 结果 ,考虑 (5.1) 的 一 个 适当 简化 形 
R: 
Iu = yu + Yur — (B. + iG) | u u ~ (8, + ið;) | u ltu 
— (À, t A; (I u lu), rE Ri,t >0, (5.2) 
其 中 yy > 0,5,>0. 
IA = -lut 7Y9.), 对 y>0 和 适当 的 yx, 则 周期 边界 条 件 
的 特征 值 问题 , - (y+ Yag = Ag 没有 零 特征 值 ,所 以 A 是 一 
个 线性 自 伴 无 界 正 算 子 , 故 可 定义 A RRRA a € [0,1], V;, 
= D(As)(A° 的 定义 域 ), 记 V, = D(A?) = His[0,L]， 
V; = D(A) = Helt, L], Vi, Va 的 范 数 分 别 记 为 111, 1*12. 
由 于 (5.2) 式 是 (5.1) 式 的 特殊 形式 , 故 y,6, > 0, 当 46,7 > 
入 成 立时 ,(5.2) 周期 初 值 问题 的 整体 解 在 V 中 存在 惟一 , 且 在 
V 中 存在 有 限 维 的 整体 吸引 子 .vc ,进而 有 
命题 5.1 如 w € wor, 则 存在 常数 oo,ol,poz > 0, 有 1 u |< 


A Jun, l u L <Ë, WA soo C Hal, L]. 
证 由 $4 已 知 ,如 w € sko M I uo LG, u <. 


下 面 只 要 证 112 志学 .由 $4 可 知 , 当 + > 0 时 ,u(z) 是 足够 光 


滑 的 , 则 (5.2) RE wz, 作 内 积 取 实 部 得 
d 


aU 2 2 
dt | U rr lő +y! U rrr lO 


tə|— 


L 
= y l uy ló - Re g, + io | u l?u ud | 
L 
一 Ref (5, + aof | u ltu Handa ) 
L 
- Ref (A, + ROf O u Pu), aaa dz], (5.3) 
AFFET >0,4 r Z TH 
| uo IS po; | u li S< p1. 
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在 下 面 估 计 中 , 我 们 用 到 了 嵌入 1xizs 委 clxl 和 
Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 ,估计 式 中 出 现 的 常数 C 表示 仅 依 赖 
于 方程 (5.2) 的 系数 及 oo,pol 的 正常 数 .对 +: TH 


d 2 2 < 2 
dr | Urr 10 +y i U urr lő <. X | Urr I0 


L 

s B [O aaa de. 
“í 
CL 

+ 02 + ó 上 u (tu) u, dz | 


tA FRI Fa u lu) Urade l. (5.4) 
显然 ,我们 只 需 处 理 最 后 一 项 即 可 : 


L L 
2 — y 2 1f 2 2 
f ( | u lu ) a dr | < 4 | Urar lā + Ydo (6 lu 11 Ur | 


iD 一 


+3(lu ÊI un Ddr < £ lus IŻ 
L 3 
+ Clpopd)f 1 u, ldz + CCoospi) I ua I. 


对 | 1 u, dz 可 利用 G-N 不 等 式 估计 ,于 是 (5.4) EA 


4 lun SC +Clu, l. 


t+l 
由 此 可 得 | | ua, r) lBdr < C(posp1), 对 + 之 工 ,利用 一 至 
Gronwall 不 等 式 得 到 
lun X,t > T, 


其 中 p 仅 与 方程 中 的 系数 po,pl 有 关 , 所 以 


| u SŽ, u € GL: 


命题 5.1 得 证 . 
为 了 保持 变换 后 的 方程 组 的 耗 散 性 ,需要 适当 改变 方程 (5.2) 
为 
u, = yu, — (À, + iC u lu), — Pp ` g(u) 
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+ À 


- (1 - @) (3 + 97 19 itd Jiu Itu, (5.5) 


这 里 
g(u) = (8, + iñ) lu Žu + (0, t ið)! u Ilu — yu, 


6 
+2 | +l 17 
p= p(t 2 Ç “ -),o< <=, 


其 中 els): 尺 " 一 [0,1] 为 光滑 单调 函数 ,使 得 p(*) = 1,0< | < 
1,9(3) = 0,5 >2, I g(s) 1 二 2. 如 果 p = eo B| g, = 1. (5.5) 
式 就 是 (5.2) 式 .给 定 初 值 uo € Vi ,有 
命题 5.2 ”给 定 初 值 wo € Vi, 设 7,6, > 0,467 > 22, MI 
(5.5) 式 存在 惟一 解 u € C([0,%);Vi) N L2(0,T;V,) N 
C([0,);Hi,)(n 之 2 任意 ). 进一步 还 有 , 存在 常数 YY, 
7Y2( 与 uo 和 o ERX) 有 
Jim | u lo < ro, lim | ulh < ri lim | “ l> < r>. 
由 此 可 见 ,方程 (5.5) 存在 整体 吸引 了 .ww, 且 当 p? 之 4r? = 4(rü + 
2r? + r$)( 这 里 ra 是 | u 136 的 界 ) HJ, 
Y, = oL- 
命题 5.2 的 证 明 类 似 于 Š 4 中 吸收 集 的 存在 性 的 证 明 , 从 上 略 . 
由 命题 5.2 引进 下 列 函 数 变换 
J(u) = (u, tz, | u u) = (u,v w), 
则 u,v, w 满足 如 下 方程 组 
u, = Yu 一 (Ay + ;¿)un, + Nio 
U = YUrr T (À, + IA) Wwa + 12, (5.6) 
@, = Yu t 113， 


这 里 


2 2 
m = pglu) -= (1 — @,) [97 +, L 92 A Jiu 1 u, 


m=- gluv) = C- g) (97 + ó, +9 letai Giu iu 
+2| u uT), 
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klu,v) = (B + iB)(2 1 ú utu’ o) 
+(0 + ié)(3 | u lto t 2] u Žu? o), 
y=- (4y! x (Pu 2yo uU) +2 lu E + uih 
~ (A, + iM | u ltu +| u Puo) 
- (XA AQ l u uT +| u lto). 
对 方程 组 (5.6) 加 上 一 些 附 加 项 如 下 (也 是 为 了 保持 耗 散 性 ): 
U, = Yu, — (À, + Aw, + i + |, 
U = Yu T (À, + I Wa t 9 kilu ur) + ê, (5.7) 
w= Wa — (4Y lu Pu +2yPU) +2) u (m tE) 
+ Ch +E), - Cka = 16A? + AD(1 + E 1u 1) Cw- 00), 
这 里 fu) =l x Zuki bo 为 待定 常数 ;5 E 取 为 
& =-—2y | u Pw- f(u)) + yu? Cw- f(u)), 
£, = 2y vlw — f(u)) + 2yuw (z — flu) + 2yu v(t 一 
flu)). 
注意 到 如 果 o = usw = f(z), 则 附加 项 消失 , 设 J(u) = (u, 
Wz， 了 (4)),u € V1, 这 些 附加 项 将 导致 (5.7) 式 的 解 指数 收敛 于 
J(u). 
至 此 ,我 们 已 经 看 到 ,如果 u(t) 是 (5.5) 式 具 初 值 wo € V, 
的 解 , 则 J(utz)) 是 (5.7) 的 解 ,由 (5.7) 式 解 的 惟一 性 , 反 过 来 结 
论 也 对 . (5.7) 式 的 解 的 存在 惟一 性 将 在 下 面 给 出 , 因此 ,方程 
(5.5) 的 解 和 方程 (5.7) 式 的 解 在 集合 J(V,) 上 具有 相同 的 动力 
学 ,有 
命题 5.3 i$ ulz) 是 (5.5) 式 具 初 值 Uo € Vi Bf, WJ 
Jua 是 (5.7) 式 的 解 .反之 ,如 果 (w,w,rw) 是 (5.7) 式 具 初 值 
JC uo) ugo € V, KAR, U u(t) 是 (5.5) RER. 
直面 研 究 方 程 组 (5.7) 解 的 存在 JE-— FE. 
W U = (usv wY, EX D(A)x D(A)x DCA) LEPA 
为 
` 78 . 


j = |Aə + ku, + (À, + iA) Wal- 


Au + (À, + A Dw | 
Aw 


A 如 前 所 定义 ,同样 定义 天 = (Fi, F, FY ,这 里 F = m 十 E + pu, 
F> = m + & — kiv + go, F AON 式 第 三 个 方程 的 右 端 加 paw, 则 
(5.7) 式 可 写成 

d 


Urro .rl 
gU U+FU). (5.8) 


BTE 显然 不 是 自 伴 的 ,但 可 以 证 明 - 是 一 扇形 算 子 , 即 - A 在 
全 = 五 x 互 x 五 上 生成 一 解析 半 群 . 
3B 5.4 BT: B`: 上 的 一 扇形 算 子 ， 
证 ”首先 注意 到 A 是 马上 的 扇形 算 子 ,所 以 存在 0< 6< > 
和 M > 1,845 
p(A)DE = 14:0 <l argà Szr, A #0, 


La- Allos A € >. (5.9) 


TaT 
定义 
(¿.— ÀA)U == F, 
这 里 A CX, F = (ff. fy € ` WAF vw 的 方程 可 写 为 
Aw — Aw = fs. (5.10) 
由 (5.9) 式 有 


(5.10) 式 与 w 作 内 积 取 实 部 ,并 利用 (5.11) 式 得 
IAZ w ISIA IiE gtl fylol w lo 


M+M o 


由 (5.10) 式 , 有 
| UWr las (i Alti 44 |) | w lo 十 | fs lo- (5.13) 
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关于 u 的 方程 为 
Au + (À, + idi) -Au = fi 
由 ($.9),(5.12) 式 可 得 


|u lo £ EO Si o +AA + All ae, lo) 

STA 1 (PEEM) SITER I fao) 
lo +E 10) ,对 某 M I > 1. (5.14) 
上 面 用 到 了 1 u, lo <I Abu lou € D(A2). 同 样 有 
| Abu ANT 和 好 Ia 0 lo Í u lo 


<( 21 D u lo + TQ, + À2) Í xu, j+ 2 | fiig. (5.15) 
最 后 考虑 关于 o 的 方程 .由 (5.9) 式 得 


| vo | < lu lot A tA Ewa loti fo lo). 
由 (5.12),(5.13) 和 (5.15) 式 , 得 


lo 10 < TO fi lotl flot! f lo) X M> 1, 


(5.16) 
(5.11), (5.14) 和 (3S.16) RAJA € 5,(& -aD FER 


有 ICAA)! lo < ,对 某 Mi>>1 这 就 证 明了 A ER 


上 的 一 个 扇形 算 子 ,由 此 可 知 ~ 习 在 :上 生成 一 解析 半 群 .由 于 
-人 入 是 一 MEET, 可 以 定义 及 MARKE, 且 容 易 看 出 
F: D(& 3 ) = Vi x Vix 一 过 是 局 部 Lip 连 续 . 因 此 ,如 果 
U(0)= U € D(A ) , 则 (5.7) 式 存在 眉 一 强 解 ,使 得 Ul(z,t) 
€ C(O, T); D(A? )),0< 工 过 oo 

下 面 我 们 证 明 方 程 组 (5.7) 具有 整体 吸引 子 .x EXKL, yE 
A ERAJ 之 下 的 像 , 即 

J(xpo) = 
-80e 


如 果 U 是 (5.7) 式 的 充分 光滑 解 , 则 u 的 方程 为 
u, = Yus M+ A w, + p t Š), (5.17) 
则 (5.17) 式 关 于 x 求 导 得 
(u,), = Yuan Z (A t IA; War + Pie t lro 
则 从 (5.17) 式 中 的 o 的 方程 减 去 上 述 方程 得 
(va) = vt tk(v -ur). 
(5.18) 
Ba = fO u 1”)u ,容易 验证 2 满足 
Jae = Yü (4y u, u + 2yul u) 
+2 |ul(m + 6) +u? + E) 
-2| u (A, + A u, ~ u (A, — iAi),, 
则 有 
(zo — w) = yw- G). — 4yull vi” -| u, 12) - 2yü(2 — u?) 
— 2(A, + ii) | u P2 | u Žu + utu- w) 
~ (À, 一 ià; ) u 2 (2 |“ 292 + av - W, ) 
一 [° ~ 16(A2 + aD) (1 十 z) u 4) Cw — 0). 
(5.19) 
首先 估计 | ult! u, Š tl v~ u, l + | w- wl B-E 
界 ,然后 通过 Minkowsky 不 等 式 ,得 到 1 U ls 的 一 致 有 界 , 即 需要 
证 明 下 面 命题 , 


了 2 _— 
命题 5.5 itk >0,b, > y 1 TEN y >24 A2 +A? la 
是 一 常数 ),U 为 (5.7) 具 初 值 Uo € DCE 2 ) 的 解 , 则 存在 ps > 
V20 时 ,有 
证 设 U= (u,v,w)' 为 (5.7) 式 的 光滑 解 , 则 (5.17) 式 和 
u 作 内 积 取 实 部 ,得 
44 | u ló = — yl, f 一 Re( (å, + A| w zdz) 
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+ Re( ni 十 Eu) 
因 
"L. `L 
- Re( (A, t A| mäda) = Ref às t Adf w Erde ) 
L 
= Re (Q, + aof Cw flu)) u, da ) 
L 
+ Re (À, + À; | | flu) u, dr ) 
{ 
a I 
= Re( a, +A w W, u) ) 一 À;Im| | | u uu dz, 
J 


r 1. 


((B t iB) lu la (8, +8)! ulf 
0 


Re(7T + ênu) =- Ref Pr 


2 L 
一 和 Pdzj-Rel dl 一 g(a, +9y rotia) lu az) 


L L 
+ Releu) < a,.| | u ledr +i B. ! |， | u da 
L ) LL 
十 | x | lu Pdz -Rel (1 一 op)97|， | u Sdz ] + Reli, u), 
根据 5 的 选取 ,有 
L ` 
Re(ë,u) <3y| lu li w dz， 
0 
因此 


1 la lK- yl u, iĝ — Rel (A, + iA (w — Ww, u)) +l À; | 
L N L L 
f lu l? j u, l de -8f | u ledr +! 3, p) | u dz +! yx! 
L ， L PL 
l: u ldr ~ a-g) i u lde + 3y| | u l? | w= wl dr, 
R vi 


L I "L Y 
37| |ua i? t w e wl de <97) iu Sd + w- w lg. 
Jo 


4 
假设 46,y > 12, AR 
2a = 2y- b? B = 28, =a? lat bislà l, 
可 得 估计 
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3 


d 、 | 
d: | lto | <— 2a | Ur i5 =i 


< 


L 
l t Db + 89z|， | u 16dz 


EZ ws blo PROA, + iws w, u,)) 


L 
K~alu, lọ -luigi p t Berf, |! u ldr 
À, + À° _ 
+ (z y BLA] te = wli, (5.20) 
二 a 


L/LB I+D? oy 
这 里 p= 十 ( 8 +2ixiltrli. 
(5. 17) 与 U rr 作 内 积 实 部 ,得 
la u, j=- ylu ià + Ref (à + i)| w u, dz 
2 dt + Ü re 10 A r AZ 0 rare 


Z Re( m! + ë, sUr ) . 
因 


L L 
Re[ (A, + ià; f w za dr) - Re| à, + A;) | (w> a); z. dz] 


L 3 
+ Re[ (à, + iÀ; f, (lulu), Huda | 


A2 + 22 ， 
< lu, li + — I w 0), là 


9 2 L > 
+ y (Q; + D| lu l$l u, de, Rely + Ei, ta) 
2 十 12 
=- e,Re(g(u),u,,) — (1 — | 9y + ó, + x 


° Re( | u ltu, un) + Re( Els ua)» 
4 L L 
Re(| u ltu, un) = 3f |u ltl u, (dx + ?| | u l u? u, dz 
0 
L 
>f | u lf | u, Pdz, 
-一 `L 了 
Re( £j, uy) <3yj, | u |" l w wl|dr 


`L 
<| [u I$ | w wl dr + £ | üz 16. 
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综 [=] 合 上 面 的 计算 得 


1 d 3 2 18 aft 
7 dz | uy -地 | wre ü + Po y A, + D| u l‘ | Ur [dr 
~- A? t A; .) 了 
= 2p Relglu), un) + 2 y | (ze — w), lÓ 
L 
+ of iu ltl w i dr. (5.21) 


(5.18) 式 与 — u, 作 内 积 取 实 部 得 


1 
Fj VTi =- yl(u- u), 1 > Rel = Mir» ~ uz) 


+ Reli- Êt ur) = kyiv u, 0. 
5 
gilu) = (P, + iB)(2 | u lu, 3 u` Wi,) 
+ (ð, + ið; )(3 l u ltu, +2 | u Iu? i) ~ Xr, 
则 


Re(g2— muru = u.) = @,Re((gi(u)- klu, v), lv- u,)) 
= (1 - p)’ (97+ a, roit) Re] G3 u ltl v- u, l? 
+I 2u V(U- u, dr < g Rel lgilu) - klu,v), v- u,)) 
- 1- g)(97 + 3, 92 za hf lu lti v- u, ldz, 
Re(e = Girs v = up) = yRe|| OEC + uw- @)C = Z,) 
t 2u (ú +u) (w= w) T- Z,) + 2u +T) w- o) 
-dz | + SIN | u Pw- ù), + 0 Ga = Gü), (9 -五 jdz|， 
Re(2u(v + u,)(w- (TN) + 2 u (2 + u.) 
Cw = w)(0 — u,)) = 4Re(Re(g(ze — w) v 2 — 1 u, 2 


— Uu, t Qu, ,)) = 4Re(u(u — z6)) ° (Ivl? —| Ur |2), 
所 以 


Re(&; ~ êru — u.) < 4yRe (al — +8))(. vi? 
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L 
一 | u 12)d7r + 27Re|， ulw = wv- u dx 
( 


L — 
+ 3y| Lu? llw- w), iv- k, 1dr I+% | (w 


0 2 
L 
-z ), lë + 2af Lu itl v- u, dz, 
这 里 
L ⁄ 5 3 
了 = 47Re| (ulw = w(i vu l-l >)dz 
0 
L 3 —? 
+ 27Re| u (w= 一 dz 
0 
于 是 
8 pu~ u  l0S-2yl(u-uj)lš-2b v- u, ló + 21 
K 4 2 
+ y | (zo — xe), |ó + glor | u |f] v= u, “dz 
- (kasv) = gi(u) au) (5.22) 
(5.19) R5 w — 允 作 内 积 取 实 部 ,得 
id lw wl =- y ! Go w), Š — k | (ae i) l 


-- Re(| (am . (| v 2 一 | u, |2) — 2y (22 u2) (dr] 
Re(|, |u É. (A, + ñ; )GQ | u Pu + wv — uy) (w adz) 


—_ Re 人 (| 2a, -Alu Poto- T) Cw wh)dr | 


L 
- (97+ 16(22 + 人 1 + lu l? l w- ldr. 


对 2 | u lut u- w, MI22 70 tue - w, 的 处 理 是 分 别 
插入 


w, Holo = f(u) = l lvx) ,具体 步骤 从 略 , 则 
1 ~ 1 了 > m 
+ Á [zao wli L- y | Ga w), ë k l lw- @) ló — Í 
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—— (fL 
+ 12y À2 + | lu | u u, li qe wl dr 
"0 


I 


sava Lu 2 Dan ww | w — ze), | dz 
0 


i L 
_ (ar + 16(A2 + AD {1 + 1 P) lu îl w- wd 
t 
3 . _ 
<- 17 | (wë w), i- bo | w- wl- Í 


`L 
+ of Lul lvu, i dr-9y) lull w- G dr. 


(5.23) 


L 
0 
将 (5.20) 一 (5.23) 四 式 相 加 ,得 


LO ultu ló t| ú — u, ló +i w- Èl) Sl u l + P 


2 
-alu ĝt (Z+ l- 2ks JI w = lg 


2 
22 


+ À2[L 
Af |u |$ | u, dr 


L 
7 2 


L 
~ 29oRe(g(u), un) + 1879,] [ullu u, ldr 


À; + A2 
+ (2 一 z), (w 一 w), ló 一 27 | (v 一 Ur) z ló. (5.24) 


对 于 给 定 的 p > 0, 不 失 一 般 性 ,假设 1 +l u, +l o 2 
+i w là 之 2p7, 则 命题 5.5 得 证 .此 时 po = 0, 这 里 


p= p[i ei o twi), 
P 

、 A2+A2 — 

所 以 当 > 0,A > y + 元 ,7 > 2./ À2 + X2 PF, R(5.24) 
AA lu ltl u, ltl v= u, +l w- wl ERER, B — 3 


有 界 . lu ló tlu, lË +i viti w SSi u li+2] u, l 


3 > L 
flu ul + i w wl +| wl, | <l = | | u lsdx ,利用 
"0 
Sobolev RAEM, 
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L N 5 3 LL. 
| |u ledr S Cl u, 0 +l u E RIE p4 > 2o 有 
0 


a- 31 
1 


lim{ | u gtl, ló tla lš +i elgi 
命题 5.5 得 证 . 
作为 命题 5.5 的 推论 ,得 到 (5.7) 式 的 解 以 指数 收敛 到 集合 
J(V). 
推论 5.6 ”在 命题 5.5 的 假设 趟 .如 果 UG) 是 (5.7) 式 的 
解 , 则 存在 Ti, Ki > 0,848 (> T 时 有 


2 
= p4- 


7 . > 
gC v- u, lg tlw- wi) 
L(K -2y)i vu- u, lü krl w- wl. 


证 ”将 (5.22) 和 (5.23) 相 加 .得 


a vu ló +i w wp AL 2yl(u - ue), ló 
dt 


-2b lu- u, l~ 3y | (ze w), Š — 2k | w — wl 
L 7 
+ 187g, pu ltl v- u, dr. 
由 于 


L 
2 一 
| lu lti v u, Pdr SI u li> lu- u, lĝ, 


由 命题 5.5 和 H LOC), AFE T > 0, 使 得 
laule SG, tT’ 
因此 取 K, = 18rc1 ,推论 得 证 . 
下 面 证 明 (5.7) 式 的 解 在 D(- 3 ) 一致 有 界 且 在 D(A ) 中 
存在 整体 吸引 子 . 
À; +AT 


命题 5.7 TEL ETIES „y> V AZ + Att, 
(5.7) 式 的 解 在 D( :二 ) 中 一 致 有 界 , 并 且 在 D(: 2 ) 中 存在 整 
体 吸 引子 .7 


证 用 wuvae 分 别 与 (5.7) 式 的 3 个 方程 作 内 积 并 取 实 部 ， 
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然后 利用 Holder 不 等 式 及 命题 5.5 得 到 
11 lu BK- y lurig t V Ala Alila olu lot Gi, 
zanic -yiv lB +V Al EA w lol v lot Cz, 
14, ' |ó < lw, |ó + Cl ,| 1) 
2 di te 10 Sex / ! wr io 3N I| < L ， 


这 里 C;(i = 1,2,3) 仅 依 赖 于 方程 中 的 系数 和 命题 5.5 的 一 致 界 . 
由 Sobolev iÉ “人 定理 和 Young 不 等 式 有 
lv < c lulu lis Ciuolšá+l lol o lo) 
Cl +i v, lo), (5.25) 
所 以 
tdu I3 +I vig +l w l) (yilu, le 
2 dt 


+Z lo B+ (y- AtA) w, + Cs, (5.26) 


方程 组 (5.7) 的 3 个 方程 分 别 与 -uus vas = wi 作 内 积 
并 取 实 部 ,然后 利用 Holder 不 等 式 得 

Du AA, lol ua 1 
十 C6 | Urr los 

AA lu l< l Ua lÈ EVAZ TA? I w, lo we lo 
+C; | va lo, 

1 d 2 < 2 a i 

> d; |z, l S Y | wa l + Call vlt 1) | wa lo 


利用 Young 不 等 式 和 (5.25) 式 得 


PHS ló +I o I +i w, 18) 
1 AZ + A? AZ + À2 
< 3 (7- y Ji eu 1 27y 
+ Co i ve lf + Cio. (5.27) 
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H (5.26), (5.27) 式 及 假设 y > 2V +t 以 及 一 臻 
Gronwall 不 等 式 可 以 得 到 U 在 D (3 ) 中 一 致 有 界 , 由 于 算 子 < 
是 扇形 算 子 , 它 生成 的 半 群 当 4 > 0 时 在 D( ° 1 ) 中 是 聚 点 ,可 得 
到 整体 吸引 子 的 存在 性 . 

利用 推论 5.6, 可 以 证 明 如 下 引 理 . 


引 理 5.8 itk > $ ,ky > y + SAA y >24 A2 + A2, 
则 ,包含 在 集合 J( V I) 中 . 

证 ”首先 注意 到 存在 常数 os 使 得 

|v- urlet w- flu) Be ol, V (u,u, u) € s. 

现 设 UCUo,t) = Cult) ult) w) 805.7) 式 具 初 值 Uo € 
尽 的 解 , 由 推论 5.6 得 到 ! 
[u—u, ló tl wt) - G t) l< e (L oTi) — u, (T) 12 
+I zÜ ( Ti) ~ @ (Ti) 10) < he (根据 的 不 变性 ) 
(5.28) 

Xİ t > T, , iX ËI Z = min(2k, — K ,2k;) ,进而 ,由 A 的 不 变 
性 ,对 任意 U * € At > T u MWEE U AE UCU, t) = U*. 
因此 由 (5.28) 得 

dist(U* ,J(V1)) S ke,t > Ti, 
dist( 4J ( V1)) = supdist( U, J (V1)) S Re”, t> TI, 
dist(s J( V1)) = 0. 

下 面 只 要 证 明 JV) EE 中 是 闭 的 就 可 以 推出 oC J( V|). 
事实 上 ,如 果 (z (an ) Fa)) E a KRA u,v, w) E x,W 
v Eu HSF, vE. gh 

IH loSi v> (uu) lo +I (u,), lo < co， 
lx fu) lo Sl u- f(u,) lo +! flu, ) fw los 


| Feun) = Flu) < (f Ou Soia de) 
<u. +| un EEJ atl un 1 
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e (| u, Sa u Č) lu, uo los 

因 1 u, | “是 一 致 有 界 的 ,所 以 | u 1 -也 是 一 致 有 界 的 , 故 
w= f(u). 引 理 得 证 . 

于 是 可 得 R 

定理 S.9 itk; > „ka> y+ Mti i y>2 LT a? 
则 有 .Y= J( o). 

证 BRI) CALVES O 中 的 有 界 不 变 集 ,但 由 
T. BE(5.5) 式 整体 吸引 子 , 则 (x) 是 J( V.) 中 的 极 大 不 变 
集 ,因此 .YC J(%), 所 以 

= Jh). 

根据 前 面 的 讨论 ,我 们 知道 方程 组 (5.7) 保持 (5.2) 式 的 长 时 
间 动 力学 行为 ,特别 地 ,由 命题 5.5 和 命题 5.7 知 存在 常数 os > 0, 
使 得 
IU 10 < os, V U € +Á, 


为 了 证 明 方 程 组 (5.7) 的 惯性 流 形 的 存在 性 ,对 非 线性 项 F 
进行 截断 , 即 考虑 


| A 


dy +AU = F(U), (5.29) 
这 里 F(U) = (Lau (U) ,可 见 (5.29) 式 与 (5.7) 式 在 


整体 吸引 子 .7Y 上 具有 相同 的 长 时 间 行 为 . 
命题 S.10 ”在 以 土 假定 下 ， 方程 组 (5 29) 存在 惯性 流 形 .w 
= graphð, XE ®: pi;— QEN DCL? ) Æ Lip ttf; P XFA 
的 前 N + 1 个 特征 向 量 在 :i 中 的 投影 ;Q = I-P. 
因为 … 是 如 下 形式 的 微分 算 子 
A O (A,+:¿¿A;)3, 
A= |- 3, A (A+A), |. 
O O A 
类 似 于 引 理 5.4 的 讨论 ,- 具有 离散 谱 ,由 经 典 的 泛 本 分 析 理论 可 
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AP ,Q -在 - 作用 下 是 不 变 的 ,因为 - 不 是 自 伴 算 子 ,可 用 [2] 
的 结果 来 证 此 命题 ,此 时 … 的 谱 为 | 9 ) | , 故 所 需 的 谱 模 
口 条 件 满足 . 

推论 5.11 (5.2) 解 半 群 本 质 上 的 长 时 间 动 力学 可 由 如 下 常 


微分 方程 所 描述 : 


dpy = PU + PF(PU + B(PU)), (5.30) 


由 惯性 流 形 的 指数 吸引 性 ,有 

推论 5.12 ”如 UU(z) 为 (5.2) 式 的 解 , 则 存在 常 微分 方程 
(5.30) 的 解 PU), HWE 

lu(t) O (P(t)+ (PU) I< ce “,t >0,c,a > 0, 
这 里 PU(:) = (P I(2),P.(t),P;s(/)), $ = (D1, DB,, DP;). 


§6 广义 Ginzburg-Landau 方程 的 指数 吸引 子 


考虑 广义 Ginzburg — Landau 方程 
u, + vu, = yu + (y, + iyy)u, — (B, + iB) ] ú lu 
— (0, + ið) | u lla — (À, + A.) | u lu, 
一 (pr + ipu ü <, (6.1) 
其 中 y, ,6, WERBY, Y Yo BoBo’ A Any opi 均 为 实数 ， 
(6.1) 满足 周期 边界 条 件 
u(xst)= u(z2 + L.t),2 € R',t>0,L>0 (6.2) 
和 初始 条 件 


u(x,0) = u(x), x € R!, (6.3) 
我 们 前 面 曾 证 明 问 题 (6.1) 一 (6.3) 当 满 足 条 件 
y, > 0, 8, > 0, 48,y, > (À, — u) (*) 


时 ,在 Vi = Bee[0, 了 上 L] 上 存在 惟一 整体 解 和 有 限 维 整体 吸引 子 的 
存在 性 . 

为 证 明 惯性 流 形 的 存在 性 ,一 般 要 求 满足 谱 裂 口 条 件 , 由 于 方 - 
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程 (6.1) 中 出 现 非 线性 导数 项 ,要 求 工 充分 小 或 y 充分 大 ,在 $5 
中 我 们 得 问题 (6.1) 一 (6.3) 惯性 形式 的 存在 性 , 其 中 y = 0, 
À, = 2 = 2p,( x ) 条 件 为 7, > 2V p+ 所 ,这 一 节 我 们 要 
证 明 (6.1) 一 (6.3) 指数 吸引 子 的 存在 性 , 指数 吸引 子 的 概念 见 
[7 . 它 是 介 于 整体 吸引 子 与 惯性 流 形 之 间 的 要 求 , 比 惯 性 流 形 的 
要 求 要 低 一 些 . 

设 交 为 可 分 Hilbert 空间 ,B 为 XX 中 的 紧 子 集 ,1S(1)| ,wo 为 非 
线性 连续 半 群 保持 B APER, = 门 S(1)B,:y 为 整体 吸引 子 . 

定义 6.1 RE AMARAS) y B) 指数 吸引 子 , 如 果 
(i). C.C B;( | )S(:).64C.4,Vr2>>20;( ) Y uo E B,disty 
(S(r)uo, A SÇ ce vi 人 0,cl 利 o 为 与 uo 无关 的 正常 数 ; 
(jy ). 妈 具有 有 限 分 形 维 数 . 

定义 6.2 EFP SO) >o RE B 上 满足 挤 压 性 质 ,如 果 
FE t. > 0 使 得 S. = S(t.) 满足 :存在 阶 数 No EZS PiE 
得 对 -一切 u,v E BWR i P(S. u -Soyrl 委 1(T-P)CS u — 
Ssv) 1x, 则 有 


ISu -S.v <i lu- vin 


定理 6.3 WRS) oB) 在 B 上 满足 挤 压 性 质 且 S、 
= S(t.) ÆB E Lip. RA Lip #% L, WEES) >o, 
B) 的 指数 吸引 子 M, 413 


deM) < Nomaxil, PUSL +D), 


disty( S(t) ugo, M) < ciexpl — =: I, 


其 中 C1yC2? 为 与 uo, t 无 关 的 常数 . 
现 证 明 问 题 (6.1) 一 (6.3) 指数 吸引 子 的 存在 性 . 
A= Vi = HALO, L] SER Bo 如 下 , 先 令 
Bo = lu € HlO, L], | ulo<200, | ul S2pil. 
a 92 . 


如 前 所 知 ,常数 oo,ol 依赖 于 (6.1) RÉG HAEA | ulg” 
<< pi， 而且 已 知 存在 Ti > 0, 当 :3 四 时 ,xi 委 2o, 且 了 
= U S(t)Bo E Vi FÆRD, H E S(t) 的 不 变 集 , 设 Al cn 
为 ~ 9 是 周期 边界 条 件 的 特征 值 , i601,e .为 对 应 于 和 il en 
HRERL. S 

Hy = Spani wr , wN., 


Py 为 在 Hy 上 的 正 交 投影 , QV = I- Ps. 易 知 


|u <t i u li, Yu € Q.V.. (6.4) 
N+1 


作 (6.1) 一 (6.3) 两 解 之 差 ,上 且 设 y = v = 0,w .wv 为 具 分 别 初 
值 为 uo0,w0(6.1) 一 (6.3) KRE, F 
u,v € C0): V) N CQ v) ñ C0,%); 
H,[0,L]), 
@u=u-u, B| u W E 
w, = (y, + iY) wa = (B. + BQ i v rw + uw + uwo) 

~ (ó + ið; )(| u lw + 21 u uw +) y uw 

+| u uwo +I v [www) — (À, + EAC v U<, + wwo, 

+ wuu,) — (p, + i)o? w, + (u +v). uw), (6.5) 
wlr,t)= wlz + L ,t),z € Ri,t 20, (6.6) 
wlr,0) = wlr), r € R!. (6.7) 
(6.5) 和 w 作 内 积 取 实 部 


4 lw $+ y, | zo, 16 =- a|. |u i? t w ldz — Rel (B, + if;) 


L — 3 L 
| Cw +| v luv)dr)— AR |o t 1 w | dz) 
L s. , a 
— Re( (8, + adf G u Puw? 4 1 y Puw? 
+| u lvl wl +] v l uv | w 2)dz) 
L _ n 
— Re((À, + aof (| vf, + uuo? + vu, | w ldz) 
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L _ - 
— Re((g, + inf (oww + ulu + o) lw Idr). 
0 
u,v E BA 


d wty wlp wte Be w 


tA Tol ae k a (AT 4 22 4 V tpi) 
. f |w, | | w idr + 2gp! w š), 
由 此 可 得 

8 | < lg + y, | <, lü s< M | xe li, (6.8) 
其 中 


M = B. 1 2 + 202 E+B + 401 / Ò + o + posl A; + Š 


VAT) Gt 


< Mo | w lš. 
(6.5) 和 — wa 作 内 积 取 实 部 ,得 
d 


Je | uv <M <, (+1 u 10), 


REC w 1+ ae 
lw |Y, = | w 11 < expl (Mo + Mt] | w0) 12. (6.9) 
以 Qu 作用 于 (6.5) ,并 注意 Q. 和 一 0, 可 交换 , 令 p= Qnw 得 
pi — (Y, + iyi) Grr = QN(Flu) — F(v)). (6.10) 

(6.10) 和 e 作 内 积 取 实 部 ,可 得 类 似 估 计 


Mo + 
d gigt nie I< (Mi +y) I e À< 1 w, 


2) < (Mo + M )( 1 w Iĝ + | w 1025 


因 
1 


AN+1 


=i 


| @, ló < | @, | 


' 


故 有 
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a |o lot y le l SM +y) e AMI ç ló. 


因 N -> co As > oo， 故 能 选取 No 使 得 当 N = No, 
YAna Z= Mi + y,, 


因此 
diy SM plis l | 2, 
dż e À +] 


| (6.11) 
d ? — 2 
geite iS gg Mo +Mi+t y) | wh. 


给 定 tx 和 Nu ,使 得 | Px. wlt ) l| <| Qu w(t ) WA 
I 


[xe(z.) 1 < g | w(0) 1 
定理 得 证 . 
由 (6.9) 和 (6.11), 得 
d etnies SiMerMiy ul 


< (M + M + y,)exp[ (Mo + Mi): ] | w(0) 12, 
积分 上 不 等 式 得 
19 lí < exp[(— y) | @(0) 12 + (exp[ (Mo + M1)z] 
-= expl- y, ]) | w({0) I? < expl — yz]! 2(0) If 
+ 元 一 exp[(Mo + MD +1 w(0) 1}, 
N+1 
即 有 
| Qe (2) 7 < exp[ — Yt] | w0)? + + 
N+!1 
+ At i w0) 12. (6.12) 
2 
RAR: BN KEER: epl- zx- ] = 二 (十), 再 选 
取 Ni 充分 大 ,使 得 


l -111Y3 
as EPL (Mo + Mi). ] <Í) . 


Ia 
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特别 选取 


I Py wlt) LI Qr welta) IF, 
1 j; 


则 从 (6.12) ,得 
alt 3 =] Pv (e. ) {+l Qu wla) li 


<21 Qw) 11 < [s ) | <o (0) 12. 


AN + 
取 No = max(No,N1),t， = 这 In2, 工 = D> , 则 定理 6.3 条 件 
满足 ,因此 可 得 
定理 6.4 ”存在 +:。= Èn, No 充分 大 ,使 得 


y, 
M. 
As i > max| Sl2exp| (Mo + Mi)r, 1 +57 j, 


则 S(z) 由 问题 (6.1) 一 (6.3) 所 形成 的 半 群 满足 在 B 上 的 挤 压 性 
JR. B S, = S(1,) 在 B 上 是 Lip 的 , 具 Lip 常 数 工 , 由 定理 6.3 的 
结果 , 则 存在 (1S(zt)1,>o,B) 的 指数 吸引 子 .4 使 得 

dp( AD < Nomax!l,ln(16L + 1)/n2}, 


C2 


(- S hij, Yao € B,ci\cz 5 


和 distv (S(z)uo, M) =< ciexp ; 
uot AXK, dr( A) 表示 .4 的 分 形 维 数 . 
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考虑 如 下 GL 方程 的 周期 初 值 问题 
SZ (I+ i)Au + (l+ i) lu | u — au = 0, (7.1) 
u(x + 1,t) = u(x,t), (7.2) 
u(x,0) = uo(x), (7.3) 


其 中 jv .a 为 实数 ,对 于 R 中 的 有 界 区 域 的 Dirichlet 边界 问题 和 
2D 周期 边界 问题 同样 处 理 . 空 间 后 为 上 L2(0,1) ,在 互 中 引入 内 积 
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(u,v) = Ref u(x) adz， (7.4) 


其 中 忆 RKERHW ATAN 
A=-A+l, (7.5) 
非 线 性 项 
R(u) == ivAu +(1+ )lu u = (a + Du. (7.6) 
于 是 (7.1) 可 改写 为 
ZU + Au + R(u) = 0. (7.7) 


考虑 uo E H, Xo 为 通过 uo c 日 的 光滑 N 维 曲 面 , >o 的 切 平 
面 在 uo RF RE H BJ N 维 线性 子 空间 ,考虑 正 交 投影 Po 从 HH 到 这 个 
空间 . 现 考虑 在 S) 作用 下 接触 元 素 (wo, po) 随时 间 的 发 展 . 令 
p(t) 表示 正 交 投影 ;从 切 平面 到 S(1)50, 在 SC(i)uo = ul) E, 
可 得 到 p(z) 的 发 展 方程 

p+(1-p)(A + SC))p+p(A Ra) (= p) = 0, 
(7.8) 
HF u = ult) = S(z)ua, T" UR TEH PHEW. 

现 考 虑 正 交 基 wis ws XIM F A 的 特征 值 41,42,…. 

定义 7.1 设 P 为 有 限 维 区 域 包括 D(A) 的 正 交 投影 ,定义 
数 ACP), ACP) X 


A(P) = maxi (Agg)! Pg = g, l g |= 1! , (7.9) 
A(P) = mini(Ag,g) i Pg = 0.g € D(A), 1 g = l. 
(7.10) 
从 最 大 最 小 定理 有 
ACP) 之 AN， (7.11) 
A(P) Ans (7.12) 


其 中 dimPH = N. 
现 考 虑 接触 元 素 (u,p)(u = (t) = S(t)uo,p(1:)=p 满 
是 (7.8), 随时 间 的 发 展 , 相应 的 有 AG) = AGG), Aa) = 
A(p(zt)), 在 [8|] PEHE. 
. 97 ` 


l d . 2, [SR 
Ya (AG) i (A AG) a (Fg DE, 
ade En 
CA = AGt))g).. (7.13) 
J a0 > inf [LA -ag P (Fug, 
AREAN 
z€ DUA) | 
ol aao 
在 (7.13) 中 ， 
AAU) = = lim sup At AU ) 
在 (7.14) 中 ， | 


JOG > imi inf H AU ) 


定义 7.2 ”一 个 实数 8 称 为 在 吸收 集 Y 中 为 方程 (7.1) 的 谱 
障碍 ,如 存在 一 个 常数 8 > 0, 依 束 于 8 和 Y 使 得 
I(A-8)gl?+ (和 Cog.(A - Pg ]> 8>0 (7.15) 
对 一 切 xE D(A) 站 了 和 一 切 gE D(A), 满 足 (Ag,g) = B, 
Igl = 1, Y = {u € HU l ulli < oil. 
我 们 首先 注意 到 谱 障 碍 不 能 是 A 的 特征 值 .注意 到 ,如 Y E 
凸 的 ,从 (7.15) 和 
R(u;) — R(ui) = | E(u + s(u> 一 xu — ui)ds, 
如 8 为 谱 障 碍 , 则 
(1(A-B(u -ut) 2 +a (ROG) -RD (A~ Bus -ul)) 
Z= ë | uz- u 12, (7.16) 
Yuu: € D(A) N YHE 
(A(w2 -uw ui) = B | u> uj P. 
不 等 式 (7.16) 曾 作为 谱 障 得 的 定义 ,如 Y 是 凸 的 , 则 两 者 是 等 价 
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的 . 
如 B 为 (7.1) 在 Y 中 的 谱 障碍 , 则 o MEHEA), ATHE 
E alt). 
定理 7.3( 谱 块 ) Bult) = Sr)uo 为 在 Y 中 的 轨 线 , 设 有 8 
为 (7.1) 在 Y 中 的 谱 障 碍 , 则 
(a) WH Alto) < 8, 对 某 个 te > 0 成 立 , 则 
A(1) < B,N: to. 
(b) U Alzo) > 有 8, 对 某 个 to > 0 kr, 则 
Alt) > 8B, YE o. 
由 (7.16) 我 们 证 明 
定理 7.4 设 ui(1) = S(1)ud,w(1) = SC) 为 二 条 位 于 
ORKE Y 的 轨 线 , 设 8 为 方程 (7.1) 在 Y 中 的 谱 障 碍 ,如 
(A(ui(to) 一 u2(to)),u (to) 一 &2(t0)) =< 8 | ulto) 一 uzl to) |2, 
对 某 zo > 0 成立, 则 
(Alul) — wt) ut) -aa 人 本 Bt) 一 ua(t)12， 


YE fo 
" A u (t) — u(t) 
证 令 g(t)= | (£) — ualt) l?’ 


(A(us(t)— ul1(t)),u2(t) 一 ult) 
l u (t) 一 ualt) 1 
基于 方程 (7.1) , 则 u WE 


N(t) = 


(7.17) 
于 是 当 jy = 8, 从 (7.17) 和 (7.16) ,得 
t de | l.= 8 t ó < 0. 


由 此 可 知 y 在 靠近 8 处 其 导数 为 负 ,定理 得 证 . 
推论 7.5 ult) = S(z)wo 为 在 Y 中 的 一 条 轨 线 , 设 8 为 
(7.1) 在 Y 中 的 谱 障碍 . 邻 v 为 线性 化 方程 
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dz SR _ 
de + Av + Su (u(t))o = 0, 


ROL =— iñu + (1 + iu)(2 | ulv + u)-—la+1)v 


(7.18) 
沿 着 u (r) 的 任何 解 . 如 
(Av(to),v(t0)) < BI olto) 7, XH to >0 成 立 ， 
则 有 
(Ault) ult)) < BI v(t) 1, Y: to. 
条 件 7.6((7.1) 在 Y 中 存在 谱 障碍 ) “存在 常数 Cy 依赖 于 


吸收 集 Y 和 a € [0,4] ,使 得 
(Ega 一 ez)+ Cy I (A - £)g II A3g I” | g 122 220, 


(7.19) 
Va C€ Y,g EDA), EER. 
显然 (7.19) 是 成 立 的 ,如 


| Rg IS Cy | Ag 1,Vu € Y,g € D(A), (7.20) 
对 于 GL 方程 ,如 为 二 个 算 子 之 和 ,其 -满足 (7.20) , 另 一 满足 


(各 (oggj= (F G). Ag] = 0,Yu € Y,g € D(A). 
(7.21) 
如 (7.19) 满足 , 则 
| (A -Pg 1? + (SE Cu)g, (A = Da 21 (A - Pel 


-© I (A -Øg F, Yg EDA) WE]IA?g =p, lg 1= 1 
如 设 8 满足 
dis 1(8,0(A)) > Cy 8, (7.22) 
其 中 a(A) HRA A e], Az = Ajw,, 
0< AB < 2 <: <, < lima, = oo， 
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则 
1(A-B)g l? + (Bugla - Bg |> > 0, (7.23) 
其 中 
8 = dist(8,a(A))(dist(8,c(A)) - Cyg), (7.24) 
Yu € Y,g € DIA). gil l, | A?g l? =B. 
于 是 我 们 证 明了 : 
命题 7.7 。 设 存在 常数 Cy 依赖 于 凸 吸收 集 Y 和 a € [0,}] 
使 得 (7.19) 成 立 , Vu € Y,g € D(A),E € R. 设 A 的 谱 s(A) 
多 许 有 充分 大 的 间隙 使 得 (7.22) 对 某 8 满足 , 则 8 为 (7.1) 在 Y 
中 的 一 个 谱 障 碍 . 
现 来 叙述 如 何 将 命题 7.7 应 用 于 GL 方程 . 注意 到 由 方程 
(7.1) 有 
到 生生 + i Au Pde + lal =alulb, 
(7.25) 
得 
S lult lu l < 2, (7.26) 
作为 不 等 式 (7.26) 的 直接 推论 为 集合 
Yo = lulluju=<2al 
为 吸 妆 的 ,这 个 集合 对 (7.19) 成 立 不 是 充分 小 的 .我 们 必须 证 明 集 
R Yo = [u| |u 7. pol 是 吸收 的 ,ou WRF pv a 的 某 
常数 ,o。 可 被 选取 为 O(a3), | <V3;0(e) 1 1>Y3. 这 里 


1 
Ë > 0 的 情况 ,此 时 ou 为 O(a*3) ,事实 上 ,考虑 地 | 1 Vu Paz fi 
l 
If | 4 az 的 发 展 方程 有 
v 4jo 
1 df’ 2. £ S | 2 yf 
2 afia Vu | 13, i u | )dz +| lA “dz + ap | u ledz 
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<<[|， | Vu Pde + E| | u ltda]. (7.27) 


! 2 
| | Yu Pda) 1 (| | u ldz | 
,| | u lsdr 之 ó ， 


Jaa Pae > Piura 9 | Iu Pax 


因 


则 如 u € Yo, 
|. | Au Paz + £f! | u ldr >> >, (0 | Vu ldz)? 


+ ef |u tar) ). 


1 
-Í (i Vu 2 + 35 | u ydzr， 
0 v 


令 


则 可 得 不 等 式 
JE + YE? < 4aE, 
jep y = min[ 1,22). 这 人 不等式 在 Yo 是 正确 的 .因此 ,在 Yo 
HE 是 减少 的 ,只 要 E > 27 我 们 证 明了 : 
517.8 i£ > 0， aka 
Y = ju fu Vu l+ 35 |u Jde < ÊE + e] (*) 


是 GL 方程 的 吸收 集 , 其 中 a = ymin[! a Ye >0. #3 


| | u dz < 2, 2 + . (7.28) 
e= 1， 则 集合 yo y, - tuli? < 2a, 
1 4a2 ， 
| Va # atas <a 1 是 吸收 的 ,利用 插值 和 放 


入 不 等 式 
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juli edu, lalu, (7.29) 
在 YE 门 Yo 上 得 到 


Dl 


J > 
luli < c (Ða. 2p (28 +1+2a) su E YEN Yo. 


py p 
(7.30) 


1 1 
_ By ə 2) te +142 ) 7.31 
oo ce [y *1+24] > (07.31) 


我 们 得 到 Yo = lul auli < poi 为 GL 方 程 (7.1) 的 吸收 集 ， 
基于 表达 式 代 (7.18), 可 知 (7， 19) 对 于 


Yo = {ul lu ly Spol (7.32) 

是 成 立 的 ,其 中 常数 a 和 C， 为 
C, =3(1+í(z |)o< +a+l, (7.33) 
a = 0， (7.34) 


因此 我 们 从 条 件 (7.22) 推出 
定理 7.9 j Yo 给 定 在 (7.32) 中 ,为 GL 方程 (7.1) 的 一 个 
吸收 集 , 如 8 满足 
dist(B,o(A)) 宇 3(1 +| y J)e» ta +l, (7.35) 
则 8 为 GL 方程 (7.1) 在 Y. 中 的 一 个 谱 障碍 . 
特别 ,如 ou 为 (7.31) 所 确定 ,到 


An + Ax: 
p= 一 了， (7.36) 


AN = (2rN) +1 为 A 的 第 N 个 特征 值 , 则 条 件 (7.35) 是 满足 的 ， 
如 果 


(7 


1 
3 Gy > 2vY3/4a? a 
之 —— a = - 
N apet (Sa 12) | 4 +1+ 2a + 
(7.37) 


即 N = Ola3) .在 (7.37) iy = Ymia[ 1 ,多 )e 为 (7.29) 中 
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的 插值 常数 . 
现 考虑 慢 锥 , 慢 锥 Ks 定义 为 
K; = lw ED(A) IT(Aw,w) EE Bw,w))|, (7.38) 
由 定理 7.4 和 推论 7.5 可 知 这 些 锥 的 不 变性 . 
定理 7.10 设 Y 为 凸 吸收 集 ,8 为 (7.1) 在 Y 中 的 谱 障 碍 ,如 
R ww(1) 表 示 (7.1) 在 Y 中 由 二 个 解 之 差 或 线性 化 方程 (7.18) 的 
解 ( 沿 着 在 Y 中 (7.1) 的 解 u(1) = S(r)u0), 则 从 w(t0) € Ka H 
H wlr) € Kast Z to. 
定义 7.11 jÜ XH PHARCH, Hu S ZE lg 
$ Y rh, PR E A Y P BJ RR (Spectrally block) ,如 存在 谱 障 碍 8, 对 
(7.1) 在 Y 中 使 得 
A(u)<B<A(u), (7.39) 
Alu) = A(P(u)),A(u) = A(P(u)), 
其 中 Plu) 为 正 交 投影 从 HAS Eu 处 的 切 超 平面 Tu(3). 
定理 7.3( 谱 块 ) 能 叙述 为 
定理 7.12 如 为 谱 块 , 则 S(:)5 也 是 谱 块 ,对 一 切 1 > 0. 
谱 块 的 几何 解释 为 
定理 7.13 BAY 中 的 谱 块 具 谱 障碍 8, 则 
(a) X WDP T, (I) 被 包含 在 Ks 中 : 
Ta) C Ka, Vu € X, 
(b) 的 法 向 平面 N(3) = H O T,(2) 被 包含 在 K”, = 
lw | (Aw,w) > B(o,o)1 tB: 
NS) Kp, Vu € X. 
称 Kg 为 “ 慢 ” 锥 ,是 因为 :如 wl) 为 (7.1) 二 解 之 差 或 者 为 
(7.18) 的 解 ,只 要 w(t) 不 属于 Kgs, 则 wlt) 指数 块 衰减 . 
为 了 更 详细 地 措 述 这 个 命题 ,我 们 作 关于 (Sw, 在 吸收 集 
中 的 进一步 假设 . 
条 件 7.14 ”存在 常数 dy > 0 依赖 于 是 吸收 集 Y 和 8 € [0,1) 
使 得 
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(Be (ww) dt 2 1 w 120 DI ATW] 2>0 (7.40) 


对 一 切 u € Y,w € D(A?) 成 立 . 
定理 7.15 ” 设 条 件 7.14 成 立 , 且 存在 (7.1) 在 Y 中 的 谱 障 碍 
B 满足 
B> dy. (7.41) 
设 wl) 表示 (7.1) 在 Y 中 的 两 解 之 差 ,w(1) = S(z#)uo 一 
S(z) ul, 或 线性 化 方程 (7.18) 的 解 ( 沿 着 ult) = Slt)ug ult) 
€ Y), w(t) & Kg, H 


1d | w(t) 2 + (BEE — dt 2) | wt) <0. (7.42) 
证 ”对 于 线性 化 方程 (7.18) 的 情况 由 定义 推出 ,对 于 两 个 解 
之 差 ,我 们 首先 由 (7.40) 积分 可 得 


(R(ui) ~ R(us),u4 — u2) 
i (7.43) 
tdy el ug ug PEA 1 A? Cu — u) 12 0, 
Yuru € Y N D(A2). 其 余 的 证 明 作 为 定义 的 直接 推论 得 到 . 
对 于 GL 方程 ,如 Y = Yo 为 (7.32) 所 定义 ,易于 验证 (7.40) 
是 成 立 的 ,其 中 
dy = 3( +i yl)os tatl, (7.44) 
Š = 0. (7.45) 
注意 (7.44) 定义 的 dy 和 (7.33) 定义 的 Cy 是 一 样 的 .因此 条 件 
(7.41)8 > dy 比 条 件 (7.22) 更 弱 , 因 此 对 于 GL 方程 满足 (7.22) 
的 任何 8 定理 7.15 自然 成 立 . 
推论 7.16 Ü x EER W E Y 中 的 正 不 变 有 限 维 谱 块 曲面 ， 
且 谱 障碍 8 充分 ,因此 条 件 (7.41) 成 立 . ult) = S(t)wuo 为 Y 中 
(7.1) 的 解 . 设 dist(S(1)uo,2) 在 三 上 达到 , Ru € >, 
dist(S(t)uo,2) = | u(t)— ul, HÈ w= ult)- u EZF X 
在 ui 处 .因为 3 为 谱 块 ,从 定理 7.13(b),w € Ks ,因此 不 属于 
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Kp, AEE 7.15,40 wols) = S(s)u(r)- S(s)uí,D 


ls ) eo t A? dy’) l wl) 21.6 < 0. 


这 表明 dist(S(2)uo D) 指数 衰减 ,只 要 它 达 到 2 E. 

现 引 入 另 一 种 慢 锥 C. ,由 投影 到 (zl,... wn) 的 投影 算 
子 所 定义 ,其 中 (wl,… us) 为 A 的 N 个 特征 函数 : 

Cng = le € H l! (1 - pyyæ |” Sx | Pyw l’). 

首先 注意 到 如 宁 


Avi! > B, (7.46) 
Y ?> (7.47) 

则 
Ka C CN (7.48) 


如 (7.46),(7.47) 满足 , 则 Cuy 为 相同 于 Kp Kuki 虽然 可 从 
(4.78) 和 定理 7.15 得 到 , 现 再 取 X 充分 小 ,0 < y < > ,为 了 得 到 


类 似 于 定理 7.10 的 不 变性 质 , 我 们 作 如 下 假设 : 
条 件 7.17 存在 常数 ey > 0 依赖 于 YY 的 凸 吸收 集 使 得 
((4 + Ru) +q),q - xr) eyi pl, (7.49) 
Vu € Y,P = Papag = (1- Pyg, | q 2 = lpr. 
作为 (7.49) 的 推论 ,我 们 得 到 
(A(uí— uj) + R(ui) — R(u2),(1 — PN) — tw) 
— XPN(u1 ~ u2)) È ey(PxA( ui ~ u), (7.50) 
Yui u € Y N0 D(A), 
| (I — Pv)(u — uo) 1? = X | Plur — uo) 12. 
条 件 (7.49) 推出 
定理 7.18 iZ Y 为 满足 (7.49) KRKE, wit) 表示 了 中 
(7.1) 两 解 之 差 SGt)x — Slt)us (7.18) 的 解 (u(z) = 
S(t)uo E Y), WH wlt) € Cn, x WA 
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w(t) € CNv， V: >> to- 
E ”考虑 w(z) 为 (7.18) 的 解 . 令 pa) = Pvw(1),q(t) = 
(I - PNm(t), 则 从 (7.18) ,得 
-dq q 上 一 x |p 2) + ((4 + Eu) 十 q),q -xp)= 0. 
H (7.49) ,得 
taq q- i pi S- eyll p 12). 


TEER, A tgl- y lpi <O = to Migi- 21 p 2 <0, 
V: 之 to 类似 地 证 明 用 (7.50) 是 有 效 的 对 于 wlt) = S(t)ui- 
SCz)u2， 

现 对 GL 方程 检验 条 件 (7.49), 取 Y= Yo 于 (7.32) 中 ,可 得 


((4 + 和 (oj + q),q — xp > Asa lq É — gànl p 2 


-Cy (lg +y l pl2+(1+x2)l1qll pi), 
其 中 Cy 由 (7.50) 给 定 , 如 1912 = y2 | p ,可 得 


((4 十 Eu) t+q),q — xp) 


> Qua ån tt)Cr) 1 p 2. 


如 


Aa > (2+x+ jc (7.51) 


则 (7.49) 满足 . 


注意 条 件 (7.51) 完全 类 似 于 (7.37) ,条 件 (7.37) 为 
— ân > Cy . 
特别 ,(7.51) 稍 强 于 (7.37). 
这 就 证 明了 Kp, Cn, 对 于 解 的 差 是 不 变 的 . 
现 考虑 集合 Kx = Q +K) H SO) TEREK EXE, 
Wu € Kx,t > 0,39 Y EB S(r)u € Kx .我 们 需要 S(t)u€ y+ 
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K,Vy EX, 现 对 任何 yE X 能 写成 S(1)x,x E 义 , 因 S(z)X 
= XX, 因 x € X,u € Ky, RITH u - x € K. 由 于 K 的 解 的 差 的 
不 变性 ， 
S(ti)u — Slt)r EK,B S(z)u € y+ K. 
现 对 锥 Cs. 8 
Cx.x. = (X (z + Cyg). (7.52) 
定理 7.19 设 Y 为 (7.1) 的 凸 吸收 集 ,(7.40) 在 Y 中 成 立 ， 
定理 7.15,7.16 Æ Y 中 成 立 ,N 满足 (7.46) ,(7.47) , 则 
CID SUY 站 CxNy)C Cx.n,x: 
(i )dist(S(z#)uo, X) < (max | ug- r l)exp(— B (BTS _ d)t), 
(7.53) 
其 中 8,5,dy 定义 在 (7.40),(7.41); 

CDX C Cx,y. 

证 (i) Ci) 由 定理 7.15、 定 理 7.16 推出 ,N 的 选取 推出 
CN,x DKe. (i) 来 自 定理 7.15. 的 确 , 对 任何 zrz,y € y,r — y € 
Ke( 即 X C N (X + Ka) C Cx.n.x) 如 不 成 立 , 从 (7.42) 和 < = 
S(t)z” ,y = S(z)y ,i 为 任意 ,rz ,y EX 推出 zx = y. 

现 来 构造 惯性 流 形 . 

现 来 构造 (7.1) 的 惯性 流 形 为 一 积分 流 形 , 选取 初始 集 芽 — 
也, 考虑 积分 流 形 

> =US(O r. (7.54) 
我 们 的 目的 在 于 证 明 ,对 于 适当 选取 的 ,三 在 于 d' By B] X 
(7.1) 的 惯性 流 形 . 

我 们 先 描述 构造 的 程序 ,并 强调 几何 意义 ,再 验证 条 件 的 -一 至 
性 和 可 行 性 . 

集合 卫 为 光滑 的 N - 1 EW A 日 中 的 流 形 ,包含 在 吸收 集 Y 
中 , 设 正 整数 N 和 吸收 集 Y 选取 得 使 定理 7.19 的 结论 是 满足 , 即 


Cx,n,x 在 Y 中 关于 S(7) 是 不 变 的 ,对 某 个 xX,0 < y < 十, 是 指数 
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吸引 的 , 故 厂 包含 在 PwH 中 . 

r 为 开 的 有 界 凸 集 e C PH 的 光滑 定向 边界 , 令 vu) K 
I T WE u 处 在 PyH 中 的 外 单位 法 向 , T,( 工 ) ÈR T WE u 处 的 
切 超 平面 ,T(3) = N(a)R + T, T)(N(u) = Au + R(u), % 
示 流 形 在 u 的 相反 方向 ) , 设 Plu) 为 HAN 维 线性 空间 TT, (X) 
的 正 交 投影 ,对 卫 作 如 下 要 求 

(TN(u),v(u)) >0,Vu ET; 

(Dr Cx. N X= ø; 

(HI) T,(2Z) C Cy,y; 

(N) 存在 (7.1) 在 Y 中 的 谱 障 碍 使 得 A(P(u)) < B < 
A(P(u)). Vu € P',( T) Jë Cauchy 问题 以 古 为 初 值 是 适 定 的 充 
分 条 件 , 它 意味 着 流 SQ) 在 每 一 点 u € 卫 朝 着 圆柱 es x U- 
Pa) H WARR, ( H ) 是 为 了 保证 三 CCx,x.y, 这 是 容易 实现 的 , 例 
如 ,如 果 充 分 条 件 

iuf Iu 1> (+) ie (H) 
满足 , CI), C) ÆX P 的 维 数 N 增加 新 的 限制 ,条 件 (D 要 求 
T(E) 被 包含 在 慢 锥 Cr, 中 ,这 个 锥 的 不 变性 的 推论 对 于 线性 
方程 (7.18) 的 解 从 (K ) 推 得 ,T (3)C Cv,,, V u E53, 最 后 条 件 
(WN) 推出 为 谱 块 ,特别 , 切 超 平 面 T. 2) 被 包含 在 慢 锥 Ke 中 ， 
正 交 于 Kg 的 余 集 , 最 后 的 条 件 是 太 严厉 了 , 从 极 小 极 大 定理 推 
出 ,如 (KK ) 满足 , 则 

Àn < B < Àx. 
是 必要 的 ,因此 必须 在 A 的 谱 中 ,在 N 有 一 点 间隙 (XN < àn). 

利用 不 等 式 

O&A(u) -àn Tr(P(u)AP(u) - PvAPN), 

O< Avr ~ àn Tr(P(u)AP(u) — PvAP,) 

和 等 式 

Tr(P(u)AP(u) — PNAPN) 

109 - 


ASUI = PVJNCJ -TAI (1 — PN)N(z) |? 
加 1 (I ~ Pu)N(u) 12 + (N(u),v(u))2 i 
HEO ) 的 充分 条 件 和 数 
LA? = Px) Nu) 12 

I(T) = mak NGO vla) 
有 关 , 充 分 条 件 是 

(VO 区 间 (AN+ INT) àn NTD 含有 (站 ) 在 了 中 的 
谱 障 碍 ,对 于 HL 的 充分 条 件 为 

(下 INCT) S yàn- 

事实 上 ,任何 元 素 在 个 , (3) 中 具有 形式 
v= aN(u)+w, a C€ E, wE T,( T), 


(7.55) 


则 
O = Py vl = a? t (I — PY NGu) Y 
< EDN ,ou)), 
N+1 
而 


I Po 1? > (Pyo,v(u)) = e2(N(u),ə(u))2, 

因此 (于 ) 推 出 1 (I -Pn)v PS y 1 Pnv 12. 

条 件 ( 工 ) 一 (KW ) 是 在 了 上 的 条 件 ,它们 是 几何 的 和 静态 的 ， 
即 不 要 求 (7.1) 的 积分 .动力 系统 的 几何 要 求 如 下 

(A) 锥 CN,y 和 锥 集 Cx,N,y 被 要 求 是 不 变 的 和 指数 吸引 的 ， 

(B) 锥 K ÆN) 中 被 要 求 是 不 变 的 和 指数 吸引 的 . 

(C) 维 数 > N - 1 的 无 穷 小 曲面 被 要 求 为 指数 衰减 的 . 

E 7.20 设 丁 ,Y,N 使 得 假设 (I ) - (N) 和 和 (A),(B)， 
(C) 成 立 , 则 由 (7.54) 定义 的 积分 流 形 XZ WEH 中 的 闲 包 为 
(7.1) 的 惯性 流 形 . 

证 ”考虑 映照 

0:10,90) x T > PZ C PH olt, uo) = PNS(1) uo. 
这 是 一 个 C” 映 照 , 进 一 步 , 它 是 正则 的 , 它 有 一 对 一 的 Jacobi 行 列 
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式 .事实 上 ,如 果 g 的 jacobi 行 列 式 在 (10,wo) 不 是 一 对 一 的 , 则 看 
在 -- 个 向 量 (g ,wo) Z (0,0), (a,v € R x Tu (T) 使 得 w= 
aN(S(10) uo 十 ulto) 满足 Prw = 0. 这 里 zfto) 为 (7.18) 沿 着 


S(1)wuo 取 的 值 vo 的 解 , (7.1) 是 自治 的 ,一 N(u) = dz 解 
(7.18). FÆ w 为 线性 化 方程 (7.18) 沿 着 S(1) uo 的 解 在 1 = to 
的 值 , 具 初 值 wo = wN(xo)+ vo. A wo € Tu), HRE), 
Tua (Z) C CN 由 Cvy 对 于 (7.18) 在 YY 中 的 不 变性 ,推出 wE 
Cng BEI O- Py)w IS y | Pw |= 0. 因 此 w= 0. h F(7.18) 
方程 问题 的 惟一 性 ,推出 wo = 0. REIER, C T) 推出 
a = 0, vo = 0. 

我 们 证 明 o 是 正则 的 ,在 每 个 (1 ,uo) € R x 工 .特别 , 它 是 局 
部 可 逆 的 推出 Pa 是 开 的 ,映照 

P —> S(t)u, 
cl H o 之 局 部 送 ， 
(tu) = c !(p). 

注意 到 Pv xN Pa = @. t. En X = O, rn x = 
ØRE) B ZC Ces. A P C Cyw.,((A)), 因 此 Py N 
Puz EZES A X 非 空 CPE. MPR H PNS 的 闭 包 ENE 可 得 到 
包含 关系 PE C P.X U PN UT. 

在 右 端的 三 个 集合 是 互 异 的 , 另 -一 方面 

P\S De. 

事实 上 ,从 等 周 不 等 式 和 SC) 的 N -1 体积 的 指数 衰减 
(CCL) 可 得 . 设 Py3 WEP E e , 则 存在 在 P.H 中 的 小 开 球 B 使 
得 PE BCe, E BN PR = Ø RERED, AX 

voly- (3B) S voly 1(PNS(7)T) S volv. S(T, 

RET Tx 10] FE. 

映照 P5 一 Pvz 是 一 对 一 的 ,事实 上 ,5 是 连通 的 ,因此 
PNz 也 是 连通 的 ,局 部 常数 映照 一 Py(ip|) À P.E 到 N 是 
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常数 , 取 值 1, 则 我 们 能 定义 映照 @; Psz — X, 
p.b € T, 
@(P) = Ú € PAX U PZ, 

HP u H Pyu = zp 的 惟一 解 (的 确 , 如 p € PaX A X C Cx,n,y， 
方程 Pvu = p 上 共有 惟一 解 ). 

映照 D E Lipschitz 的 ,实际 上 有 

I- Palb) —- B(p2)) lx 1pi~- p |, (7.57) 
注意 到 @ ELPA 为 V pi, p: € PE. 开 连 通 集 PN3 的 闭 包 
满足 s C Pre ,特别 ,@ 定义 在 整个 e 上 . 

证 (7.57) ,首先 注意 到 至 少 pi, pz 之 一 不 属于 卫 ( 否 则 不 需 证 
明 ), 设 po & 卫 .如 连接 pi, p 的 直线 段 不 与 pyX 相交 , 则 这 个 线 
RA C 曲线 在 三 上 的 投影 . 


b. = (1 ~ r)pi t tpz = Per)0<r 生 lxrE Z Mu € 


(7.56) 


Tu(3) EHU (0D 和 (A)) uz € Css BD I (I — P.) Sha | 
< y! Py Lu, | ， 
则 (7.57) 从 积分 得 到 . 如 连接 pi, p 的 线段 和 PAX 相交 , 则 
(7.57) 直接 从 Z C Cx,w,y 推出 .事实 上 ,如 p = Purr EXX 属 
于 这 个 线段 , 则 

IQ- PWY(B(P) -xz) Ix1p-pl, i=1,2. 
由 | pi1-pi+| p- bl=l pi- p21 推 得 (7.57). 因 此 为 Lip 
阔 数 多 的 图 ,余下 来 证 明 任 意 胃 线 S(1 ) u MAAF E. S ult) 
= S(t)wuo 为 任意 的 , 设 u(t) C Y, Y 是 级 收 的 ,如 wu(1) & 
Cx,wxz, V t > 0, 则 wu(z) 指数 收敛 于 XX 和 终 达 束 ((A)). 如 (z) 
€ YN Cx.N, | | ult) € Cxn,yyt 宇 to. 此 时 从 u(z) 到 瑟 的 
距离 在 上 达到 ,此 时 用 到 x < 六 .事实 上 ,考虑 x = (t) € 
Cx,v,y sb = Pru,v = (p). WM pE PYX,p = Pye, 则 从 

(I — Py)(u -zx) IS xy | Pulu- x)i= 0 
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推出 u € y .因此 只 需 证 明 : 设 户 符 卫 , 当 增加 女 的 确 ,存在 tn 一 
co ,使 得 P(S(,,)u|) € L,I r N PYX 非 空 ), 则 p € PNz ,因此 
E 工 . 我 们 断言 |1v u I<lu- rl. Vr € X PXE, H 
Pwu = Pyu = p,v -u = (I - Pa)( u — u), 
lv-ul=|(I- Pv)(v—u)l| 
<| (I-P v- r)i+i (i — Ps)(z — u) | 
< yl Par — p !+! Par - pl) = 2y | Paz — p ! 
SI Par — p ISI] zr - u 1. 
因此 从 w(1) 到 三 的 距离 在 5 上 达到 (1 2 to). A3 ERB). H 
出 dist(u (4), 5) 指数 衰减 ,定理 证 毕 . 
现 我 们 对 于 GL 方程 指出 P 的 构造 ,验证 条 件 (A),(B),(C) 
和 ( 工 ) 一 (KK ). 


设 p 0, > 0, 置 


Y = ful luli* < Rol. (7.58) 
设 
R, Z p<, (7.59) 
导出 r RER 
T= ju | Pyu = u, E(u) = R}, (7.60) 
其 中 N,R 待定 ,E(u ) WERZA 


E(u) =f Ju l? tE | u 14)dz， 
#F(7.29), 8 P C Y, 如 果 


1 1 
_ 2 12 27 13 p4 
R. = c[ (2R) + (2R) Rš]. (7.61) 
进一步 由 ( * ) EERS FERITE 
supE(7) t, (7.62) 


其 中 y= gmin, 22) 选取 R 充分 大 满足 (7.59) 
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IH p» = O(a$)( 大 的 a),Rs = O(R3)( KB R). (7.59) 8 
EX R 为 O(a2). 同 时 选取 R 使 得 


supE(.r) < k. (7.63) 
基于 (7.62) ,这 些 要 求 满足 ,如 末 
k Z b (a + 1), (7.64) 


其 中 ki 为 常数 依赖 于 , 锥 Cng MHR Cry y 是 不 变 的 和 指数 
吸引 的 ,如 (7.15) pR y, BI 
Aaa > (2+ rd) 18 DRe +t atl) 
(7.65) 
因 R. ~ R3,R > kia?,(7.65) 等 价 于 要 求 
N > k(R3 +1). (7.66) 


kz 为 一 常数 依赖 于 ,x， 因此 条 件 (A) 是 满足 的 . 如 果 (7.64) 和 
(7.66) 满足 ,条件 (C) 包含 吸引 子 的 维 数 来 自 (7.66), 以 及 
一 lim inf Lf Ta + E(u)) - Q. ds 


A 1 3 3 
= ay L- 2r t+ (a + )N tell +I y 2222, 


ja 

dy AS c (1 +l y Iža 
dr YS c(l +| # za 
RE 的 谱 障 碍 具 8 形式 : 


AN 十 Àx. 
B = 5, (7.67) 


则 从 (7.66) 可 知 条 件 (B) WE. 
现 开 始 验证 条 件 ( 工 ) - (WW), 厂 的 外 单位 法 向 为 


Pywlu) 
ve) = T Pae(a) lis (7.68) 


, 


bo 一 已 | 一 
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这 里 w= z(u) 为 


z(u) =- Àu + luu, (7.69) 
N(u) 为 
N(u) =- Au +| u u ~ Qu + i|- Au + | u lu]. 
(7.70) 


注意 到 Pyu = u E 了 ,我 们 有 
(TIT—~- PON(Gu) = (1+in)(T- Pẹlu 2u), (7.71) 


(I = Pyjwlu) = EU - Ps) | u Pu. (7.72) 
再 注意 到 
(—Au,lul2u) -fa Vul lu pad V(I u 12) dz. 
(7.73) 
我 们 计算 
(N(a),zo(u)) = || Au ll}? + | | u lSdx + (i +£) 
ydo y 


l 
.(-Au, | u u} -al l| Au EESAN | u idz, 


(7.74) 
基于 (7.71),(7.72) ,我 们 有 


(N(u),(I - Py)wlu)) = E IO — Py) i u lu ||22. 


(7.75) 
联合 (7.73),(7.74),(7.75) 得 


1 


(N(u), Pywlu)) > Au || 22 + ej | u lSdx 


1 
> 2, 1 
+ (1+&) va d V(I u 1?) 12)dz. 


(7.76) 
由 不 等 式 
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laip > YLE, (7.77) 
| uii a 

Ia ll S (7.78) 
Hal L 


推出 


t 
Idu lge E| i u ide =- (EC), (7.79) 
vso ur 


Rh y = min( ,全 外. 现 如 u € P.MJ E(u) = RR. 特 别 


lu |P < ZR, (7.80) 
u 
1 
lu lł < [R]. (7.81) 


H (7.81) 代入 (7.79) 得 


1 
Í = 
l| Au Ief |u ĉde >(£) 2 yR3 ,2 € D. 


(7.82) 
由 (7.76),x E r, 


1 
A 


(N(u), Pyw(u)) >) Rr = 2aR + H | Au || ?2 


tylult)+alValb+0+2)| v1) 12 


_ w | (I — Py) | u lu 2, (7.83) 
余下 来 估计 H (OI 一 PN) | u lu l? AA 
,1 
| (I - Py)v ||? S GaN; DY | Volg, (7.84) 


RẸ v=] ulu A VG u il2u) = uyi | u 1?) +| u |2 Vu, nj 
得 
|O- Py)! u Pulg < it a vl 


t+ ullis VO u13 lz, (7.85) 
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k u € L, ulio < Ro H766), 44 
(I - Pa) u Puh 3: < k l Vulli 


+ es FO lp. Er. (7.86) 
在 (7.86) P, k3, ka 为 常数 依赖 于 u,v. 
现 设 
a > fks, (7.87) 
Niais) ka, (7.88) 
Y 


则 由 (7.83) 和 (7.86) 可 得 
l 
— Z[2v) 253 _ 
(Nu), Pwu) > £ (2) RÈ — QaR 
+ L | Au |i: + m | Au || $6). (7.89) 
最 后 ,从 (7.89) 推出 
(N(u), Pywlu)) > bs R + 3 lap + # llu l$, 


(7.90) 

其 中 (7.64) 满足 . 

于 是 我 们 证 明了 

命题 7.21 集合 厂 为 (7.60) 所 定义 ,满足 性 质 ( 工 ),N, 民 满 
足 (7.64),(7.66),(7.87),(7.88). 

显然 ,如 果 我 们 关心 N.R 作为 a 的 函数 , 则 要 求 

N~ a3, R ~ a°. 
我 们 验证 条 件 (T ) RENREN O, AIEEE nT). 841228 
估计 
I AŻ = PO)N(u) |132, | Prw || 2:. 
由 (7.71),(7.85) 可 得 


LAG - PYN) ||: < 


_— 1 _ l 
GrN y DP A- PONG) |P. 
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因 


LAO u DAS luli Auli + Tulis | Vul 


(7.91) 
利用 插值 不 等 式 
va la lili Au li, 
连同 (7. 85) (7.91) 得 
| A? (I — PN) | 2 
+ | Vull]. (7.92) 
这 里 用 到 了 | V |< 2] 22 < 4 a Mis Vuliu Er, A 
(7.66) 成 立 , 则 从 (7.92),(7.90), 对 a € r 


< r lialy 


A2(T Pa)N(u)]| 2 < k (N(u),Pamu(u)), (7.93) 
其 中 ks 为 常数 依赖 于 u,v. 
另 一 方面 ， 


2 
| Pyta) |P |l wle) Ile <2( Au P + 5 lu lt) 
基于 (7.90) 推出 


| Pze(u) |F? < k(N(u), Pywlu)). (7.94) 
MT .93), (7.94), bA y(u), in (T) 的 定义 可 得 
lin(T) < kg, (7.95) 
其 中 kg 为 常数 仅 依 赖 于 u,v. IH 3fEC(N )((N))3WE, WR p 
= AN ANSI 属于 区 间 (Anv + kerana ~ ka), BI 
An An AN >、 bs, (7.96) 
这 是 类 似 于 (7.88) 的 要 求 . 
余下 来 验证 条 件 ( 卫 ) A. A D 有 充分 条 件 (各 
iIn(T) < Y ÀN+] . 
这 是 


ansi > Ekg (7.97) 
x 
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的 推论 . 
为 了 验证 条 件 ( 卫 ) ,我们 需要 更 细心 地 估计 .首先 ,从 (7.62)， 


(7.29) p4 Paulit la < al. nig 
sup |o | 2 < 2, (7.98) 
25. 
sup | Vu | 2: : < = (7.99) 
r 
1 1 
sup Ka a < [2 ) 'a2, (7.100) 
] 1 
sup || v Il < [y 2) (2) a3. (7.101) 


Buer, vE X 为 任意 的 ,我 们 必须 验证 在 什么 关于 RN 条 
件 下 能 保证 
l(I-— Po)(u— v) || LX | Pvy(u — v) |l z2. 


(7.102) 
首先 注意 到 Pu = H ,因此 
IO -Pau -= v) lte = O = Ps)o | 2 < = 


连同 (7.99) 可 得 
| I- Plu- o) | 2 < (2z(N + 1))"! £a. (7.103) 
BW E(u) = R 有 二 种 情况 : 


(a) || Vul < m 


1 
(b) |lu | > (žr) 
如 (a) 成 立 , 则 有 
X | Pulu — v) | > | V Pulu — v) Il L? 


N 
| 1 
> | Vale vel > 大 (5R 2-ta) 
N V AN ` 
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基于 (7.64) 我 们 有 


| 1 2a 
|P (l> Fapa +1) a] (7.104) 
联合 (7.103) ,可 知 (7.102) 成 立 ,如 果 k 充分 大 ， 
1 | \2 
t+ 入 (7.105) 


如 (b) 成 立 , 则 因 
yl Pulu ~v) = yilu - Pwo | 2 
> yl u- vle- yyl OU- Py)v | p. 
为 了 满足 (7.102) ,充分 证 明 满足 
| u -ole 关 (xzON+D) ta [1 rzh (7.106) 


|u -oll 


vo) 
利用 lu- vle > pupe le vle > (žr) - 


l . 1 1 
8 \4 1 和 ~ 二 By\6/123 2 2 
(5e) at, lu = vl < R + [2) (4) a3 ,可 得 


la — >l D> kai, (7.107) 
其 中 常数 依赖 于 
从 (7.107) 可 知 (7.106) 成 立 ,如 果 
2xr(N +1) >l yas, (7.108) 


再 注意 (7.108) 为 比 (7.64), (7.66) 更 弱 的 要 求 , 如 果 (7.64)， 
(7.66) RY, WA) 满足 . 
于 是 我 们 证 明了 : 
定理 7.22 设 y Z0,, 0, > 0, 则 存在 常数 上 ,ks 依赖 
F w,y 使 得 :如 果 
R > kill + a?), N> k(l + k3), 
则 积分 流 形 X = YST 的 闭 包 是 GL 方程 的 惯性 流 形 ,其 中 
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-l -1 
P= ju | Pyu = u.| (Fude £| | u ldr = R}. 
0 Żydo 


$8 J” X Ginzburg-Landau 方程 的 Gevrey 正则 性 


现 考虑 如 下 广义 GL 方程 
u, = agu + ailn tarl u lu tal u u, 
+ agu u, + asl u l'u, (8.1) 
H a = atib j=l 2o, 5.a = apa b JER, AXE u 
表示 u 的 复数 共 轿 . 令 XX = DICA ).a >0.H = L0, L], V = 


D(AD.A =- Z5 RO |: 1 特别 | 1 = e a 
里 考虑 (8.1) 的 周期 初 边 值 问题 

uC 为 上 周期 的 ， (8.2) 

u (0) = Ho. (8.3) 


现 叙 述 一 下 前 面 已 得 到 的 已 知 结果 :如 al >0> as, — alas 
> (b; - 54), 则 存在 惟一 整体 解 
ult) € C(O0,%), V) N C'((0,e),V) N CO0, œ), DCA)). 
(8.4) 
其 中 u (0) EV. 非 线性 解 半 群 S(1):V -> V 是 确定 的 ,S(t)wuo 
= u(t). 


我 们 有 如 下 估计 : 
ul uol e +t+Kol-e OS | uol ?+K=Kv, 
(8.5) 
[e Pads Ki lul? t Kr (8.6) 
d . 
+ Kay, (8.7) 
lui HL < Ki, (8.8) 


其 中 y=1+ || u, l|? RR Ko,K1,K， 依赖 于 a, ML, M Ko, 
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Ka, K, 依赖 于 Unsa; ARL. WX r >04 中 任意 选取 的 . 
出 (8.5) 有 


lim sup il u | =< ooyon = K... (8.9) 
推 之 ,如 | eol Skp > oo， 则 存在 时 刘 
R. 
to = to (R, po ') = = log —— TA (8.10) 
p i 一 Wi 
使 得 
lal Soos Yt t. (8.11) 


因此 ,从 (8.6) 对 + > ze 有 
| ads S kiok t Kr Kit r). (8.12) 
应 用 :一致 Growall 不 等 式 于 (8.7),(8.12) 可 得 
ye Ye Stor. (8.13) 
联系 (8.11) 和 (8.13) 可 知 , 存 在 正 数 p = polr, po) Wt” = to + 
r ,使 得 
lu a sor zr. (8.14) 
因 H H NER A,S(r): V ->V 是 紧 的 ,+ > 0. 因 此 存在 整 
体 吸 引子 … 
定理 8.1 ia 2>20 > as, — 4ayas > (b; — b4)2,a; + ib; 
= @j, 则 存在 在 V 中 的 惟一 整体 紧 的 连通 的 吸引 子 , 它 是 也 (0,o) 
的 o 极限 集 , 即 有 
a= N (USCGOB(00.o6)), (8.15) 
且 整 体 吸引 子 具 有 有 限 的 Hausdorff 和 分 形 维 数 . 
现 考虑 Gevrey 正则 性 和 解析 性 . 设 志 = 1. 
f€ LL [0.118 5 F REX, 
f(r) = e er, (8.16) 


IFI = N R Ps > 0,.A 的 定义 域 为 
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D(A) = lu € Le: | Au? = N Oralni)" u, 2< ol. 
| (8.17) 
进一步 定义 

D(A) = ju € Lgi dA)? 

= N (2r | Per mr | ú, 1? < œ}, (8.18) 
它 是 一 个 特殊 的 Gevrey 类 . 

这 里 我 们 仅 关心 = 十,r > 0 的 情况 , 令 G, = DAR), 
lulo = LA. | ,注意 到 + > C.G, C G/,G, C H, 
k = 1,.2,3,.-:. 

定理 8.2 Ba >0 > as,- daras > (bs — b4)2, MA (i) 
如 wo E FeL[0，1], 则 存在 T、= T.( uall a) >0 868 ul) 


€ G, = DAfieai t E OT). 
映照 :~ A2 (r) 是 在 复 平面 含有 (0, 工 , ) 的 对 称 扇形 
区 域 上 解析 的 . 


ult) € Gast E [Tco) BR t ALA u(t) 在 复 平面 环 
BET, ,oo) MERIR EERIK EPER o = ola) > 0 与 4， 
uo 无 关 . 

(Ï) AH uo E Gi C Hh >00 ult) E Co € (0,co) pk 


Rr A2 u ERHO, 0) METR EER” 区 域内 解 


1 
证 HEI. o = ev(r sr)， 
De ity (i)er . (8.19) 


n 


g 
I! 


则 有 
1 a? l w: 
u = Åu +e u, = Alv 082. alAu + N(u)) 
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1 
1 a? > 
= A2u tau + a Aw + e (a l u lu 


+ aylu l? u, + Qatu, tasi u ltu), (8.20) 
其 中 方程 (8.1) 可 改写 为 
du 


了 二 ajAu = Nl(u),al = Re(ai) > 0. (8.21) 


(8.20) 和 Av EAR, ARER, 113 


1 da 


Lo, 1 1 
7 dr | A2ol = Re( A24, A? v) 


] H 3 ~ 
(Avu,A2v)+avl Az |” — a; || Av ij? 


lI 


L a? > 12 
+ Re(A2e (ay | u u taysiu l uz 


+ agu u, + asl u Hu) AeA? u), (8.22) 
估计 上 式 右 端的 项 ,首先 有 
(Av, A20) < || Avi Atul <el Avl? 


tel AZo 12. (8.23) 
e > 0 待定 .注意 以 下 各 式 
| u |2u = Sl > u t eE, (8.24) 


M kti-m=M 


| u (2u, = 之 人 > (2xik ) uruu,, Je2mMe ， (8.25) 
tri M 
| u u, =- y > (2rim ) uput, ) esiMe (8.26) 
k+/- m= M 
[u ltu = S ` UpUp u) E, (8.27) 


M ktits-m=M 


因此 能 估计 
1 ,+ L n4 
Re(A2e" a, | u “u, AZA u) 


1 1 
2 2 2 
= Re(aye tt’ | u u, Ae u) 
NOAs M2, 271M ` 2ail T 
= Rea, > 4r Muy Mi N) ez Mean ) 
M ei m = M 
Aà drik 
<| az | N` Adr M? | UM | e ME V etri k'r | u | 2 
T pr m=- M 


”124 ， 


zimit | y |) | ai (l ul lol, Aù) 


-| ui | e 
Sie | || Avièl Avl la te ià l$ + el Arl), 
(8.28) 
其 中 也 = Sea | u, | emu RE 
~ l. d . 
Hail = lal, A220 ao as I = J Avil. 
(8.29) 
由 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 有 
2 -| 1 
Tole al olib] 2 p 
= cvli vl Atv ls (8.30) 


从 (8.28) 推 得 
1 a4 5 | t 
Re(Aze4 ao | u lu, AZ e’ < azl (oe! vllt 


evll? =+ TA2212) + el Av 12). (8.31) 
类 似 地 ,(8.22) Æ 端 最 后 三 项 有 


Rel Aže^ ay | u Iu, Ate? u) < asl (lo 121 o 1,A9) 
<lasl |o 22 Ažvil [Ao] 
Selas! (ol? + [AoD] A | Avl, (8.32) 
Rel Ate? agun, Ate u) <la (Tol id, I,A?) 
Selas (lul? + Awi D Atv] Avil, (8.33) 


Re(Aže'^ as | u Hu, AeA u) asi (ste |, Aò) 
Sl asi loli Abl Sase II Aç] 2) 
Sl asl [ete lols vl? + |All)?)?+elAv 2]. 

(8.34) 


Æ (8.32), (8.33) 中 我 们 利用 了 P-L” ,而 在 (8.34) 中 的 最 后 
一 步 用 到 了 Gagliardo — Nirenderg 不 等 式 
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上 sc 人 二 1 
= esia 3O vl? Alo 125. (8.35) 
M (8.19) 和 (8.5) 易 知 
Pol? m) + Ael? < Kat 1 4 ll?, 
(8.36) 
其 中 volt) 为 ult) 的 零 次 F 氏 系数 ,Ko 一 Ko (uo) 来 自 (8.5). 
A y= 1+ 上 A2wv 7, 将 (8.23),(8.31).(8.32),(8.33),(8.34) 
和 (8.36) 代入 (8.22), 取 e > 0 充分 小 有 


中 = Ksy’, (8.37) 
其 中 Ks = Ks(uo) HE 
yr) < —- y(0) z- (8.38) 
(1 —4y1(0)Kst)4 
; — l p 
只 要 < JOK: 则 有 


IAH G Ny) = a fato? 
< 2y(0) =2(1+ Il uol p), (8.39) 


- 15 
0<: <T = Ea T . 
Si 0( |l uo | a) 64Ks(1 4 | uo | 1.31 


Bl (a) € DOAZE? ),t E (0, To) uo € DCAS) = HLM 
于 热传导 方程 , 当 : > 0 时 解 是 光滑 的 , 因 我 们 |u | 4 与 :无关 
的 估计 ( 见 (8.8) ) ,我 们 能 重复 上 述 原理 ,对 任何 rz >0, ulr) EA 
新 的 初 值 ,可 得 u) € DCAF), H 


[Ade ?S20 lale) l), 
z€ (r,2+ To( ll ulr) | m). 
我 们 能 重复 > +"'(uo)(t* (uo) ARZIR B(0,p)), 直到 
xzr) 进 入 吸引 球 , 且 一 致 有 界 于 e- TE Tile) = o >0, 能 选 作 
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(8.40) 


(8.41) 


常数 , 仅 依赖 于 GL 方程 的 系数 , 当 > Tos = max(# (ug), oo) 
时 有 


1 
uC) € DLA? ), (8.42) 
ASEA u < 2(1 4 22). (8.43) 
下 面 在 复 框 架 下 进行 估计 入 (8.21) 为 复 化 形式 
q“ +a Au = N( u). (8.44) 
在 复 化 空间 上 = = Li x Lu 上, 复 时 间 z = se? s> 0,cos0 >0, 


考虑 (8.44) 的 Galerkin 近似 的 复 形式 ,可 得 具 复 时 间 的 复 解析 的 
ODE 方程 组 . 它 在 复 平面 > = 0 邻 成 有 解析 解 .9 在 某 个 范围 ,可 
得 到 这 些 Galerkin 近似 解析 解 的 一 致 Gevrey 类 模 的 估计 . 利用 
Cauchy 积分 公式 可 得 到 导数 估计 . 再 通过 取 极 限 和 古典 的 Vitali 
定理 ,可 知 u(z) 在 Re(z) > 0 上 是 解析 的 . 

Ej vlr) = e A aCe, sx) ,可 得 


4 4 il Ałv |7 = cos0@( Ao. A) + ancos@ || Ato || 2 


1 
— (atcosg + bisin0) || Av || 2 + Rele B(A etA? (o) | u lu 
_ 4 
+ az l| u l u, t azu 'u, taslu Itu) ATEA? y], (8.45) 
A a; >0, 故 可 找到 0, ;0 < Oo < 也 ,使 acos + biisin >0, 
| 0 |< 8o. 
设 y = 1+ 上 A3w 上 i?, 可 得 
2< Kay`, (8.46) 
其 中 Ke = Kel uo) 不 同 于 (8.37) 中 的 K5, RJE 0 = 0. 如同 实 的 
情况 ,有 
1 sasda T 2 .- 一 i 1 2 
jl ATEA ul Kae) = 1+ | A2 2 
<2y(0) = 2(1 + || uol ţi), (8.47) 
+ 127 ° 


此 时 z 在 如 下 的 复 平面 户 形 的 区 域内 : 
Alu = iz = se?,0 <s < Tl uola) 
_ 15 i 
= 64K,(1 + |l uo LHO 
我 们 重复 这 个 过 程 ,直到 Re(z) > (uo). o= Ti(o)cos(0o), 
T. uo) = max(t (aol,c), 则 有 


ulz) € DA) (8.49) 
此 时 z 在 复 平面 的 扇形 区 域内 : 
Alugo) = jz = see:0 < s < TCi uol H), 10 1< 01, 


(8.50) 
ulz) € DOAZ), (8.51) 
此 时 z 在 复 平面 的 带 形 区 域 : 
E(uo) = |z = se :Relz) > T ,cos(0o), 
| Im(z) IS T ,sin(0o)1. (8.52) 


这 就 完成 了 ( ) 的 证 明 . 
部 分 ( ji ) 的 证 明 很 类 似 ,在 实 的 情况 , 置 = A ulet), y 
= 1+ | Ažv | ,可 得 


SY < Ka’, (8.53) 


因此 ult) E Gi, 


+ 15 
0 < =< T ; ) = —— . . 
SST wl a) QK la E (850 


3— il, 因 G, C His,uo € HL. WACO 推出 存在 常数 
T.( |] u l n) > 0#la(a,) >0, 使 得 
ult) E G,tÈ T.. 
如 To > T. Mh G, C G. < + 可 得 4(1) EG, 
# = plaj) = min(A,0). 
W To < T. WACA ult) E G r€ [To T.) Nk 
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ult) € Gp = plaj, uo) = min(À , Tol l uo! G )), t= 0. 
至 于 复 的 情况 是 类 似 的 ,于 是 完成 了 定理 8.2 的 证 明 ， 
以 下 研究 “适应 ”方法 和 它 的 收敛 率 . 
设 uo € G, 或 uo E wv 用 如 下 的 Galerkin 格式 ,wn 表示 它 的 


近似 解 : 
dus 
dr = QQUN 一 a | Aus + Ps (a | UN |2 UN + CS l uN I ?(un)z 
+ aq. uA un), 十 as | uv | tuy), (8.55) 
uv(.r,0) = Psu(xz,0), (8. 56) 


其 中 Py 表示 在 由 2N + 1 个 F 氏 模 |e2ww |N 所 张 成 子 空间 上 
的 投影 . 当 wo € Hi 时 ,我 们 采用 如 下 的 在 [0,T] 上 的 “适应 ” 方 
法 .从 定理 8.2( 0) 知 ,存在 丁 ，= T.(j sol n) > 0, 使 得 ， 
ult) EG,,tEIT,,T]( 设 全 是 大 的 ,> 本, ). 在 [0,T,1 上 ， 
用 (8.55),(8.56) 对 大 的 N, ÆT.. T] 上 用 上 上面 的 Galerkin Xi 
似 ,由 2M +1 AFR eM u EIERS, unl T.) 作为 新 
的 初 值 : 

u (z, T) = Puuxle, T), (8.57) 
HR 88 EL T. T] ERX ww ,整个 近似 解 以 Uadaptive 表 
Z. 

我 们 现在 估计 误差 ,对 ug E GG ,或 ugo .vw, 有 如 下 定理 . 

定理 8.3 Ha >0>as, -4ajas > (b3 - ba) ,a; + ib; 
三 a; 设 为 周期 初 边 值 问 题 ,上 = ]. % uw 8 2N + 1 j+ F Ë 
ler] on 的 Galerkin 近似 . 

(i) 如 uo 位 于 整体 吸引 子 之 中 , 则 存在 一 个 正常 数 Cle, T) 
与 uo 无 关 , 使 得 

lu — un la C (a; T)e OD € [0,T], (8.58) 
HP ola) > 0. 

(ü) N wo € G, HRA > 0, 则 存在 一 个 正常 数 Cy(a A. uo, 
工 ) ,使 得 
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| u = HN | m < c7(oaj Às Ups Te ND ,1 € [0, T], 


(8.59) 
HEP ulaj; | ua ll G) >0. 
证 定义 p= Ppu,q = (1 — Pu)u ,t = uy, 
ô = p — w = Pyu ~- uyn. 
注意 到 6(x,0) = 0, H. 
lu uyl = Fp+qg-e lsi ló + igla, 
(8.60) 


我 们 首先 证 明 ( i) 
因 wo 位 于 吸引 子 ,Y 上 ,具有 向 后 存在 性 ， 对 时 间 的 解析 性 和 
向 后 的 惟一 性 , 故 可 从 任何 负 时 间 开 始 ,这 就 推出 我 们 能 取 T , 


0 并 推出 对 1 宇 0,u(:) € p(A1 eA ) 和 


| 4 
IAZA u) < ka, (8.61) 
HH o = olaj), k = kilaj), BIEX ; > 0 
5 4 | m etei | a, (4) 2 < KY. (8.62) 
于 是 对 n 0, 
K; -2 
| u, (t) S S “wn t >O. (8.63) 
TH 
因此 
| q | = = > (| u, 十 4r217 121 u, |2) 
in N+ 
2 . 加 
<% >` F + Kš S e malnil 
4n n SN n” niSN+l 
| Și là - ; 
< 一 了 -= Ang N+ |) 2 4x0(N+1) 
`y? X ae t Ki e 
_ 11 2 ， 
< (已 1.a 二 jx Ze -4as{ N+1) 
= Ke OHD , > 0, (8.64) 
其 中 我 们 用 到 了 估计 N b< N 上 村 ,Ke = Kela). M 
n - i | # 
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(8.60) 和 (8.59) ,我 们 仅 需 证 明 
lal = Olet), (€ [0,T]. (8.65) 
A (8.1) 减 去 (8.55) ,得 
8, = aod + a, AS + Pplaz(l u u —1 y 7y) + a(l u lu, 
-į y y) + alu u, y y) + asl) ulu- y 14y)]. 
(8.66) 
(8.66) 和 6 作 内 积 ,再 取 实 部 ,得 
Aal? = aglia l? ai MA2912+Re(Ps[a (1 u lu 
-i yl y) tali u Vu, l yiya 
taalu U,- y yr) tas(l u ta 1 yltu)1,8). 
(8.67) 
我 们 估计 
Re(Px[a,(|u 2 — |y|2y)],ë6)SC la, ([u162,8)+ (lu 22.6) 
+(iyi8, d) + (|yl?g.6)+ (uy,°)+ (uy,gd)| 
aif il al 2+0.5 ulg l ela 
+|>yx1S la lt +oS Hyla gl + a + Ie a yl 112 
+0.S| u lolly ea i e Salg |*+ 112, 
(8.68) 
其 中 上 式 最 后 一 步 我 们 用 到 了 H' > L” 48.8). 
类 似 地 对 (8.67) 中 其 他 的 项 有 
Re(P\vlai(l u lu, 一 | y [2y,)1,6) <! az ll (lu 16,,6) 
+(lu lq) + (1 y 1°88) + (ly 2q 0) + (uy, 02) 
+ (uye. Q0) + (Iyd 6) + (yy, È) | 


KI azl ca El? +e ldl?:+e) od,|2), (8.69) 
Rel Pyles a ~ y2 y), 8) LI aal c(| ó ll 
+elj Sil telSed, (8.70) 


Re(Pylas(i u ltu ~! y i*y)],8) X| asi (lu 148,8) 
+ (1 u lfq,8)+ (1 y l6,6)+ (| Vlg) + (l u Pus, 6) 
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+ (1 u uyg, ð) + (i u |22.02) + (| u |) yy ,96) 
+ (uyy 6.) + (uyy gs) L! asl cull ol?+ ló 2). 


(8.71) 
将 (8.68),(8.69),(8.70) 和 (8.71) 代入 (8.67), 取 e 充分 小 ,得 
Ahal? colslarecalel (8.72) 


显然 ,ci >0D0 和 ca >0 依 赖 于 uo 和 ao A un E X, ult) E A, V t 
= 0. 由 /的 有 界 性 推出 co, c 不 依赖 于 初 值 但 仅 依赖 于 w ,由 
Gronwall 不 等 式 , 晶 注意 到 6(0) = 0,(8.72) 导致 误差 的 L? 估计 


ISa) 12 < max [q (r) Ee = 1] 


= -Ole Sanin) y € [0.T], (8.73) 
最 后 一 步 我 们 用 到 了 (8.64). 
为 了 完成 (8.65) 的 证 明 ,我 们 仅 需 证 明 


| A28 i2 = O(e =D), 4 € [0, T1. (8.74) 
作 (8. © 和 人 的 内 积 再 取 实 部 ,得 


A S |A20|2= all A28 ||? ~ ai I A8 I? + Re(Pu[a2 


3 
(lu l2u —l1yl2y)+a,(l u _ -| yl2y.) + aa( u? u, 
_ y? ya) + as(lu |u -i y| t4) l, Að). (8.75) 
在 类 似 的 几 步 估计 之 后 ,得 
Aol Sea( lal?+ Atgl?+ Hoel?) 


+ cis | A28 |l, (8.76) 
其 中 cicis, 为 正常 数 , 仅 依赖 于 aj, 由 Gronwall 不 等 式 , 由 
(8.64), (8.73) 得 (8.74). 于 是 我 们 完成 了 (8.65) 的 证 明 . 由 
(8.60),(8.64),(8.65) 推出 (8.58). 

这 就 证 明了 (i), (ji) 的 证 明 是 类 似 于 上 面 的 . 由 定理 8.5， 
u(t) € Gut 0,3} ulaj, Il uo 1 GO >0. 我 们 仅 霸 将 上 面 的 证 
BH o HR, 此 时 ， Hak ba, Cl Ca C cis KMF uo, 因而 C7 
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也 依赖 于 uo- 

这 就 完成 了 定理 8.3 的 证 明 . 

现 估计 u 适应 的 误差 ,wo € Hi 

定理 8.4 ika >0 > as, —4ajas > (b3— b4Y sa; + ib; 
= o; BERIE, L = 1. uo € Hie A u 适应 表示 适应 方法 
的 近 似 解 ， 则 存 在 正 数 celas |l uo | HL, T) 和 cirla, 
l o l| H? T) 使 得 


clans uol m T) 
lu- usl s S Ha EI0T.], (8.77) 
aard MT 
lu- unl Scla, | uo | Ho’ 1 )L NN + e MD], (8.78) 
C[T.,T], 
HP ola) > 0. 


u M(8.8), 3}: > 0 # 


S | n |? l ult) 12 < Kš( uo) Haj), (8.79) 


特别 有 
21 一 s ` 2 -一 Ki 
Fak: DY 0 (8.80) 
因此 ,从 (8.60),(8.72),(8.80) 和 Cronwall 不 等 式 得 
K; SENDE 
la) 12 Scs gga ppl 11. (8.81) 
于 是 
Wull) -unl < Jó + | q] < N T. (8.82) 
其 中 C18 > 0,cio > 0 依赖 于 G Ug, T ` 
ELT., T] 上 ,从 (8.60),(8.64) 和 (8.72) 有 
la- a] < Hol + legal, (8.83) 
i < [q | t < K e (M+) (8.84) 
A Š 7 < c> | ó |” F Ca | q | :, (8.85) 
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这 里 cy > 0,ca > 0 依赖 于 uo. 8.85) 具 初 值 SCT. ) ,得 


| ó(z) l 2 e tT.) | eT.) [ “十 eae | ea | q(s) | 2ds. 
(8.86) 
H (8.84), 
1 


LEWES eaw TON OCT,) |? egent — 
C20 


C -e - - 1 - 
e (e aT, — e nt ) Kše dral M+ 1) S ce [S +e to( M+) 9 


(8.87) 
其 中 最 后 一 步 用 到 了 
(Ta) = Puu( T.) — umlT) 
= Puu(T.)- Puus( T.) + Pras( T.) = u, (T.,) — 
= Pyu( T.) - Pyun(T,). (8.88) - 
因此 可 得 


CT) < IP. (T.)- uT) <. (8.89) 
注意 到 cz > 0,c2 > 0, 依 赖 于 w ,xo 和 了 .因此 由 (8.83) ,(8.84) 


和 (8.87) 可 得 (8.78) .定理 8.4 证 毕 . 
》9 广义 Ginzburg-Landau 方程 的 决定 结 点 


考虑 如 下 广义 GL 方程 . 
du + vu, = yu + (y, + iyi)u, — (B. + iß;) l u lu 
- (ð, + ið;) | u Pu = (A, + A;) | u u, — (u, + ini )u2 Z, 
(9.1) 
其 中 xy, ,6, HERBO v, Yo Vi Pre Bisi Ar .4i, p314 均 为 实 常 数 ， 
考虑 周期 边界 条 件 
ulr,t) = u(rtl,t),rE Rr:>0 (9.2) 
和 初始 条 件 
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afzv) = uol), C R. (9.3) 
这 一 节 我 们 寻求 点 集 使 它 能 完全 决定 问题 (9.1) 一 (9.3) f# 
的 长 时 间 行 态 , 即 称 有 限 集 玉 C [0.1] 是 一 个 决定 结 点 集 ,如 果 
lim | uilx,t) wr,t) i= 0,>z> € E, (9.4) 
则 有 
lim | u(x,t) =- u(x,t) i= 0r ER, (9.5) 
Hp Uj, M2 为 任意 二 个 解 . 
为 此 ,引入 五 = Li,[0,1] = la € L-[0O,l],u (z + 1) = 
ulz), Vi = Hlel0, 1] = |“: u E H.,u, EH}. 
定理 9.1 KHER 
y. ô, > 0,48, > (À. — ji), (9.6) 
uo E Vi, 则 存在 正常 数 ai , 它 仅 依赖 于 方程 (9.1) 的 系数 ,使 得 如 
xı < zH d = r2- xi < ay, >248(8 证 明 中 可 见 ). 且 
lim | u (xz; t) -— u(r,t) i= 0,; = 1,2, (9.7) 
其 中 ui, ua 为 二 个 解 , 则 
lim | U(r tt) ualr, t) t= 0,V<x € R. (9.8) 
为 证 明定 理 需 要 如 下 引 理 ; 
引 理 9.2 令 0 = [rir] u € c (Q ,c), 则 对 4d = r- 
r 


lu ón S<<2 ulr | q 24 u ló o. (9.9) 
引 理 9.3 如 非 负 可 微 函数 /满足 
f(t) + aflt) ec g(t), (9.10) 
其 中 wa > 0,limg(t) = 0, 则 有 
lim f(z) = 0. (9.11) 


这 是 Gronwall 引 理 的 特殊 情况 , 引 理 9.2 是 显然 的 . 
定理 9.1 的 证 明 , 令 w = ta — a. Wi) zo 满足 
Wt ae, = yu t (y, t iyw o (8 + iB C uz lua 
-| ui lur) O (0, tid) uylla ml ur lu) 
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一 (À, + iÀ; ) (| ua un, 一 | ul l uyr) 


_ (Ar 十 ai) (uju, ulul). (9.12) 
R(9.12) U w, E R = [re] 上 积分 ,再 取 实 部 得 
l d 21. , 24. _ 
2 dilo | v |“ dz + y|. | z, “dr — Re[ (y, 


+ iy) ww ] 2 _ xl, | w |" da + > wira) I? 
-=| wlx) 7) = Re( (Flus) — Flu), w), (9.13) 
其 中 
F(u)= — (B, + iñ) | uu- (6, + i) | ultu 
~ (A, T iA) | u Pu,- ( + iu; Juu, (9.14) 
Q gil) = Re[(y, + iyi wrw] 2 = U waz) = wle) 2) H 
(9.7) A g(2)—>0,r-> co. 由 前 面 已 知 结果 ,可 知 存在 了 , 当 上 之 
T BJ, TTE 
l ui lo S pis | wir lo S p3, i = 1,2, 
这 里 o1,p; 仅 依赖 方程 (9.1) 的 系数 .于 是 当 7 > T BF, 
(F(ua) — Fu) SI 8 olla lo y + 2wV E +A | w iĝa 
+2oips | w iĝa t+4V 02 t Ò pl l w lÇ 7 


+(V EAV 2 Del, |w, [| w! dr, 


对 于 项 (VA2 + EERIE + Deil |w, L| w | dz , H] Young + 
72 


SRTR F I w, Qa + P l w ws 其 中 已- 


(V À + À2 +V u + woi FEO. 13) 变 为 


EV 


r 


— — 2 
+ 479 + 8 pt + 2pip3) [z |a + g (t), (9.15) 
由 引 理 9.2, 可 得 
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y, | wi ló. > | w ló g ~ 2 lwr) 12. 

因此 (9.15) 变 为 

d Y- 

gleia G — BI) | w a Saty gl wlr) lê, 
其 中 

Bf=20X1+1B ol + 2 Èt B t 
十 4V6 + 62 ol 4 2p103). 
应 用 引 理 9.3, 可 得 


lim lw diĝo =0. 
为 了 证 明 uj, w IERDE, 我 们 需 证 

lim | rw |í ° = 0. 
为 此 选取 任意 序列 工 < ti < t, < …,1; -> oo, i > oo. 由 于 整体 
吸引 子 VARHEE = alrt) E.A u = ulr, t) E xA 
子 序列 | IZ 649 


lim | ull tn, ) 一 ul l” Q) = 0, 


. _ (9.16) 
lim | talta) = uz lL” = 0, 

因此 T 一 ua 一 üis 
lim lwla) — wlr uy) = 0. (9.17) 


H (9.16), © = 0, 儿 乎 处 处 在 2 上 成 立 .因此 名 = 0 在 Q E. 
因 交 =0 是 连续 的 ,但 实际 上 忆 = 0 在 Gevrey 类 ,因此 它 是 对 
= 的 实 解析 的 ,从 实 解析 函数 的 连续 性 , 推 得 2 = 0,x € R. 从 
(9.17) 有 
lim | wlt) l =: 0. 
Bir, | 是 任意 的 ,可 得 
lim i w(t) IT = 0. 
这 就 完成 了 定理 9.1 的 证 明 . 
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下 面 考虑 (9.1) 定常 解 的 集合 ,表示 S(coeff). 

定理 9.4 ” 设 条 件 (9.6) 满足 , 则 存在 正常 数 wz, UKF 
(9.1) 的 系数 ,具有 如 下 性 质 : 令 ri < r, HP d= ro- zí < a, 
upu €C S(coeff), S w = uj — us, WRAK Rew,Imw 之 一 至 
少 有 二 个 零点 在 0 = [xix] EW w = 0,8) u; = u>. 

首先 我 们 需要 如 下 类 型 的 Poincaré PER. 

定理 9.5 SR = [az], d = r-z (Dw € CHY, 
E). voy € Q, 

lw lo g S| Rew(y) + ilmw(y) |+ d | w, læg. 
(iw Ee (0 ,7 ), 设 函数 Rew,Imze 之 一 至 少 有 二 个 零点 在 02” 
上 , 则 

lwr lon Sd l| wa ILOQ, Tw lao a <d | wa 1200). 

引 理 9.6 ”如 荣 件 (9.6) 满足 ,w € S(coeff), 则 我 们 有 
lu l SB | u, l 过 丙 ,其 中 可 = (1 + Va z 2)a, p = 


1 2 
a zaKi(1 + E), Ki 为 某 正常 数 . 
证 409.1) 和 云 的 内 积 , 取 实 部 可 得 
t 1 `l 
vRe| wzdz + A | u ldr + s| | u lsdzr — x lu ő 
| . 
+y, l| u, ló — (À, + wj)Re| l u |u udr 


1 
- (à; - umf | u u udr = 0, 


I 
Re| u idx = 0, 


Re 


I 
Í u u dr = 0, 
0 
1 > 1 
(À; 一 wm， | u [uudr S| À; — tu; | lu l u, | dz 
Je 0 
_ l 1 
< abp Uy od, | u |Šdz)2 
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< a | u lodz „t | u, ló, 
其 中 aibi = l| A; u 由 条 件 (9.6) ,能 选取 a1,51 使 得 
a =2y;, -bi > 0,8 = 26, — at > 0, 
则 有 
a l u, + 中 u |ĵdx + 28|， i u ldx -2y | u ló < 0. 
由 设 x > 0,8 


a | u, ló < es. As ua 


+2y lu i+ 3 lu ló, 
_ 4132 
2(| u 372<2 iu Qs ea E i$ -a | u, l. 
.—1 
B Iu lo < Vasa = y (2x + $P), 
l 2 2 — a` — 
|! az < Sa lu, i, lulo sp. 


再 作 (9.1) 和 wx 的 内 积 , 取 实 部 可 得 估计 
| us l < K (1 +l u, 12)2. 
因此 | z. 16 < K1 +, L” < 03. 
现 证 定理 9.4, 如 同 前 


1 
lwa lo r S- (I vÍ] w, log +f ylw læ y 
V 2 + y x 
+2V B+ ROTI w lon t 4 oat w lo gla 22 


ty + t ui) (@l | zo, lon + 22410 | w læ g )), 
由 引 理 5, 得 


| Wer ER: < 


1 2 
(lol d + yd? 
+2V É B + Pd a 4 ol + Botd + (VR 2 + 22 
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t AT po) (pld + 2Pip3d?) | wre log. 
由 上 面 不 等 式 , 可 知 存在 wz 仅 依 赖 于 方程 (9.1) 的 系数 ,使 当 4d < 
a: BJ, | wa log = 0, Wi wa = 0,r € Q . |N Rewa 和 or 
是 实 解析 的 ,ws = 0,x € R. BAX Rew, ,Imw, 和 Rer ,Imw 
具有 零点 ,因此 w = 0. 由 此 完成 了 定理 9.4 的 证 明 . 
定理 9.7 u€ S(coeff),p € . 设 存在 区 间 [ = [z i, £2], 
其 长 度 不 超过 a ,使 得 函数 Re(u(x)--p),Im(u(x)--p) 在 I 上 
至 少 有 二 个 零点 , 则 是 一 个 常数 . 且 当 Bi 关 0,6; 关 0 时 ,wu = 0. 
证 izu € S(coeff) IERRA, CEKA [上 有 如 上 性 
质 , 因 Reu 和 Imu 为 实 解析 的 ,存在 数 
T| < y < x° < x; < T, 
z ( < zí < z> < zs <: zo, 
使 得 y1、y; .v3 为 函数 Re( wu -pp) 在 [yl,ys] 上 的 所 有 零点 ,而 z1， 
z2,zs 为 Im(u — p) 在 [zi,z3] 上 的 所 有 零点 ,选取 正 数 
e < min(y -yy3 -za Zj; z3 ~ z2), (9.18) 
考虑 二 个 定 态 解 U(x) = ulz), u(x) = ulzr-e),xz € R,& 
v = u; ~ wu2. 我 们 证 明 ui 和 u 满足 定理 9.4 在 (zl,z2) 上 的 假 
W. i € jl, 2i, v, = Rev, t vyv; t e) = Reu(y; + £) — 
Reu(y;) = Reu(y; + e) — Rep, 
(ya) = Reu (yi1) 一 Reu (yni ~ €) 
= Rep ~ Reu (yni 一 e)， 
因 Relu — p) Enya 上 没有 零点 ,我 们 有 
zt+es)ogy li)<0. 
这 就 推出 o 在 (y; + e, y1) 有 一 个 零点 , 推 之 ,ol fE(z ,z2) 上 
至 少 有 二 个 零点 ,类 似 原理 对 o, = Imo 是 相同 的 . 由 定理 9.4， 
u(z)= u(r- e),rEt R,Ve 满足 (9.18). 
因此 u 是 一 个 常数 当 忆 天 0,3 0 时 ,方程 (9.1) 仅 有 零 解 . 
定理 得 证 . 
设 iu i =|u(r):r€Ef0,1]iCc -, 则 对 任何 p ix} 能 定 
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义 闭 的 可 微 的 环绕 p 的 路 径 u:[0,1] 一 的 指标 


_ 11 u G) 
Ind,(2) = 了 oult)- p 


推论 9.8 iu € S(coeff). p E ZD 
(Ci) p& [ul, | Ind,( u) <E] +2; 
(j )IB pE lul, u PETERR, MA x — 户 在 [0， 
1] 上 至 多 有 2 1 ] + 2 个 零点 . 
以 下 考虑 定 态 解 集 合 S(coeff) 的 分 形 维 数 . 
定理 9.9 (E,d) 为 度量 空间 ,Y CE,, 且 设 对 某 个 有 EE 
N ,存在 一 个 有 界 映照 $:Y -> R 使 得 
| $(y1) 一 (y>) | 之 cd (V1,Y2), 31,352 E Y, (9.19) 
对 某 个 正常 数 c 成 立 , 则 dr (Y) <k aE dr Y) 为 分 形 维 数 ， 
W MIT]. 
我 们 应 用 这 个 引 理 ,E = [0,1]. Y = Slcoeff), k = 4, 映 照 为 
$é: S(coeff) — CELK 
Plu) = (u(0),u(a;)), (9.20) 
其 中 a, 为 定理 9.4 给 定 ,这 个 映照 显然 是 有 界 的 ,我 们 仅 需 验证 
(9.19). 
对 任何 s > 0, 取 xu € S(coeff) , Ü w = ul 一 u 满足 


| w(0) |< e, | wl) [< e. (9.21) 
我 们 要 找到 一 个 常数 D = D(coeff) 使 得 由 (9.21) 推出 
| <o læ < De. (9.22) 


(9.22) 的 证 明 分 两 步 . 
第 一 步 ,估计 w,(0) ,注意 到 如 0“ C R 为 任何 区 间 , 其 长 不 
超过 4d = as, 由 Lagrange 定理 我 们 有 ,存在 ,yw E.X ,使 得 
| Rezo, (v1) I< =, | Imw, (v2) |< = (9.23) 
由 定理 9.4 的 证 明 ,定理 9.5 和 (9.23) 得 
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| toz lær < $É + g lw lom. (9.24) 


S w = [0,d] ,由 定理 9.5(i) 和 (9.24) 有 
| z læg SI wl0) [+ d | w, low SI w(0) | 
+ d(l Rew, (y) I+] Imw, (y2) |) + d? | wa lor 


<e + de + 4de + L | w læns» 


4 
因此 
| w lo g S 16e, | wr loa < $Ë rE, 
4 4 8 
| w, log t4e+ 7 = 4e +” 


学 ji< ,得 | (0) |< 4e + 8 


由 于 1w(0) I< e, | w| F 


2 
第 二 步 , 设 | mw(zo) I< er | vw(ro) < e+ ,zo € R, 


| wlr) |< 88, | wlr) |< 3e; + a), 


x E [to rotd] = R. 
这 由 定理 9.5 可 得 以 上 结果 . 
由 第 一 步 和 第 二 步 推出 | w lo < De. 
这 就 证 明了 (9.22). 可 得 如 下 推论 
定理 9.10 dr(S(coeff)) < 4. 


$10 ”三 次 非 线 性 Ginzburg-Landau 方程 的 
动力 系统 结构 及 其 数值 分 析 


考虑 如 下 三 次 非 线性 GL 方程 
u, = cou T (coti)ur ~ (ca — i) lu lu. (10.1) 


JI HUN "q co off, 它 趋 于 Ragleish-Benard 对 流 的 


142: 


Newell-Whifehead 方程 . 当 co = 0 时 ,(10.1) 为 完全 可 积 的 三 次 非 


线性 Schrödinger 方程 

iut Un tlu žu = 0. (10.2) 
方程 (10.1) 具有 行 波 解 
© uhat) = ugd., (10.3) 
又 得 
= alul? - 1, 
pe aa (10.4) 
hó = l-l ual”. 


S ulr) = ula, the tt a 代入 (10. 1) , 则 w(x,z) 满足 方程 
( 仍 记 为 u(r,t)) 为 
u, = ou + pu, + Bu. — Y | u Pu, (10.5) 
P a = co — iwo- kil(co + i) y = 2koleot i)i, = coti, 
Y = C&T i. 显然 u = Wo 为 (10.5) 的 一 -个 临界 点 ,其 中 参数 CoO 
woko 满足 (10.4). 当 uo = 土 上 此 时 行 波 解 (10.3) 变 为 均匀 解 ， 
为 Stokes 解 . 
现 考 虑 (10.5) 解 的 稳定 性 , 设 
u(z,t) = uo + bul(r,t). (10.6) 
在 临界 点 uo 处 (线性 化 (10.5)) ,得 


Ju 
B| (|= 0, (10.7) 
du 
其 中 
LO a P) = 2Y l wu Elo) = Ag, 
B- Ñ ~ a — põe — Parr + L(1 t Ë) hli) 
k” (ua) H-a’ © p` Ax- B Axx + L" (1 w ah 
(10.8) 


ZE” RRRA, 5| Ay EEC10.5) 临界 点 wo 处 的 小 扰动 ， 
即 (10.1) 的 行 波 解 (10.3) 可 写 为 


u(r,t) = ug + ĝu, ePID | Bu e RIAT) (10.9) 
其 中 | Sual, | 8u- IKI uo lsg 为 一 实数 . 
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将 (10.9) 代入 (10.7) 可 得 
> õu 
iQ -a ~ pqi + pa? + 2Y | uo l? + yub S =0, 


x x * x Ou 
iN- a — n" qia gq +27" l uol? + y uo’ y =0. 


(10.10) 

Ş$ A =-a -pqi + fa? +2y | uo °, (101018, 
散 关 系 

OQ -2(iReA tg )O +I yl? ualt -IA I?+2Ag* qi =0. 

(10.11) 


因 
— . 2 . 2 
NA = cola + 2kog +! “0 1“)， (10.12) 
ImA = Z + 2Ëoq —| ugl”, 
解 方程 (10.11) ,利用 (10.4) 又 可 得 
Nia = colq? +1 uo l?)i -2kog +i VA, (10.13) 
其 中 
A=(1+ci)laol4- (q° + 2kog -| uo |2)2 
+ 4kog(co — Dlg + 2koq -1 uo I? ~ koleo 一 i)q]. (10.14) 
为 了 研究 解 的 线性 稳定 性 ,我 们 必须 研究 根 (10.13) 的 虚 部 ， 
即 在 什么 关系 下 ,co,g 和 | uo | 将 使 N 的 虚 部 为 负 的 ? 
令 A= A,+iA;,Q = Q. + ip, NN 的 虚 部 满足 


， 1 
p+ (cosg, | ugo!) = co(q” +| uo 12) + (A? +A E, 


N,+Ccosq, | uol) =- koq + (A2 + A2)4. 7 1 -sim E, 


(10.15) 


A. 
其 中 0 = arctan +, Ë. 
A, = (1 + c) | uo lf- (g? + 2k0g -1 uo 12) 
+ 4koql colg? + 2k0q =l ugo 7- kocog) + koq], 
A; = 4kogq(2cokog 一 q2 一 2koq -+| uo 12). 
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= 
因 cos ; -上 -由 (10.1S) 可 得 


2wVA + A2 
A A +A, 
p> (cosg, l ugl) = colg” +I ug l” Dt 2 ， 
Q, (cosg, | uo 1) = 一 2409 +J v tA s . (10.16) 


如 o >0 2 p;>0 则 是 稳定 的 ,否则 , 它 是 线性 不 稳定 的 ,由 
(10.16) 可 分 析 o, 的 符号 . 为 简单 起 见 , 取 ko = O,u, = e" 23 
Stokes 解 , | xo1= 1,A; = 0, 则 (10.16) 可 写 为 
je: (co,g,1) = coll + q7) + Z/ (A +| A, 7⁄2, 
Q. (cq l) =+ / (I A, 1- A,)N, 


(10.17) 


这 里 A, = (I+) - (2-1). Sq. = l+ l+ CÓ, Ml q, X 
A, = 0 的 根 . 
(I) mi q12> q,.,., WMA, < 0, 此 时 (10.17) 为 
fe 


10.18 
(Q4 (co,g,1) =+ J- A,. ( ) 
这 是 清楚 的 , 即 Stokes 解 是 稳定 的 ,存在 振荡 现象 ， 
( 卫 ) 如 1 9 | 志 gq;, 则 A, > 0,; 此 时 (10.17) 变 为 
ñ (co,q,1) = cofl + g?) + / (l+ co) 一 (g? 一 D, (10.19) 
{2,4 (cosg, | uo l) = 0. 


图 10.1 表明 对 于 ko,co = 0.25 的 色散 关系 . 


0.4 F 
0.2 上 
0 
-0.2 

-0.4 ' 

-0.6 m- M 

0 0.2 04 0.6 0.8 

图 10.1 
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设 o 为 非 负数 , 则 由 图 10.1 可 知 存在 o. = 0 的 最 大 根 gmax» 
JA ca 
q max E l + c? , 
W p (corga) = 0,24 q > qmo > p-> 0,WiH(10.9) 31,354 
uo 关 0 时 ,对 应 于 (10.5) 的 渐 近 稳定 不 动 点 , 即 (10.1) 的 行 波 上 有 
u(x,t) = uot ðu + et) 4 Bu. e irn e 
> ug, to,. 
当 0 <g<g, AT, o- (co,q.1) < 0.0 称 为 调制 不 稳定 的 线性 增 
长 率 .因此 由 (10.9) 可 知 ,wo 天 0 对 应 于 双 曲 点 . 
为 了 进行 数值 方法 模拟 ,考虑 qo 使 得 o- (co,wo,1) 取 极 小 ， 
W go 对 应 于 最 大 不 稳定 的 波 数 . 


当 g 之 ge =V1+YITOG 时 , 则 6, (co,q,1) >0, 置 qo = 
JI- co M o- (co,qos1) fE q = go 取 极 小 , 即 
min o, (co,q,1) = p- (co,qo,1) =- (1 — co). 


对 于 周期 边界 条 件 ,(10.7) 的 特征 函数 可 选 为 
IA? 
| èu] = [Ea eos( qor}, (10.20) 


其 中 e,e ”为 小 参数 ,如 考虑 线性 算 子 特征 函数 的 最 大 振幅 , 它 可 
表 为 
| ulr — t) l= | ere eol + ce Pcorluol | 
“| cos(qox) t, (10.21) 
其 中 ce? 为 小 实 参数 (10.21) 的 第 一 项 是 主要 项 , 因 第 二 项 当 : -> 
c 时 它 趋 于 零 .如 我 们 构造 相 平 面 空间 (| w(x,1)1,9, | u(r,t)1)， 
则 有 
定理 10.1 FEU ulr) 1,90: 1u(zx,t)1) 上 有 
(了 )co = 0, 方 程 (10.1) 退化 为 可 积 立 方 非 线性 Schrödinger 
方程 ,( 上) 当 uo A0, XI FITERE u, C u, 1.0) 为 双 曲 点 ;ii ) 对 
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于 行 波 解 0,(0,0) 为 椭圆 点 . 

(Ti)ceo>0 则 (1) 当 0<g 和 过 da0<co 科 1 时 ,对 于 行 
波 解 u. C 4, 1,0) 为 双 曲 点 ;( H ) 当 g，> gq > gmax 时 ,对 于 行 波 
解 us (1 u, 1,0) 为 渐 近 稳定 点 ;( 放 ) 4 2. < q 时 ,对 于 行 波 解 
us (l| u, 1,0) 为 渐 近 稳定 点 ,但 它 存 在 着 振荡 . 

我 们 用 拟 谱 方法 进行 计算 , 取 初 值 为 

uolr,0) = u(r,0) + sef#cos( gz), (10.22) 
Jih e 为 小 实数 ,周期 L = 2x /go. 


c| 


极限 环 


0.58 


阵 发 混沌 
0.5265 | -- 
三 频 准 周期 

0.52125 

0.515 上 双 周 期 分 义 
0.288 |. 倍 周期 分 义 
0.195 上 混沌 
极限 环 


OM -25 ~ 
04 05 06 07 OR 09 1 oos í is 2 


ier Da OF OR 


(a) EE uy 一 lco = 0 (b) 相 空 间 (1 z (0, D PNA: SoTa ul0, t) | ， 


(O. BUR. a io 1 a(0,2) 1) BË, |= 
1, co = 0.0025 l,co = 0.0025, T > 10 
图 10.3 
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(a) R (b) 振幅 (c) 波 数 谱 
图 10.4 0.5875< C< 1 极限 环 


fa — 7 — 上 1 
0 5000 10000 1500 20000 25000 


(a) 振幅 0 < ; < 2280 


(b) 功率 谱 QO üe, ($) 
arle (Zo) | Jaun 
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(d)Poincare 截面 
图 10.5 


? ú w G u U u u 


(e) HRR 1208.6 < 1 < 2847 


co = 0.58, ath , 阵 发 现象 


(a) 功率 谱 


(a) 功率 谱 


(b)Poincaré #Ñ hi 
图 10.6(A) 


(b) 相 平 面 轨道 
图 10.6(B) 


一 ` j 
* u w s ' + e ne * + < 


(c) 波 数 谱 
co = 0.575 


(c)Poincaré 截面 
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(a) 功率 谱 (b) 相 平 面 轨迹 (c)Poincaré 截面 
图 10.7 0.255-s; cy < 0.52125 双 周 期 


- =7 
— 
— 
2 
(b)e, = 0.275 (cca = 0.76 (d)co = 0.255 


图 10.8 Poincaré 截面 


(a)co = 0.35 (b}co = 0.275 (c)co = (0.76 (d)co = 0.255 
图 10.9 ” 相 空 间 轴 道 


(a) JPKN (b) HI miih (c)Poincaré 截面 
图 10.10 ca = 0.25 
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对 于 GL 方程 (10.1) 三 次 拟 谱 显 式 构 式 如 下 


~n+l onol ( + ) 
H Ni H N; AEE y iy -1 -5 i n+l 
= + HA ) 一 - P q6( u 
2At 7 


+ üi) 


~ (co I uk l uhi., 


4 -1 .0 
UN T UN _ . ayo > . _ 
— = coth 一 (co + D qaa V. 一 (co — 2)1 uN uhl, 
`l 
üN; 一 k uo, exp( qo, ) j 一 0.1.2，…AN (10.23) 


Diy . 
其 中 ugla) 为 给 定 的 值 ,a Hur € S. 的 第 ) 个 离散 下 氏 系 数 . 
SN = Span y y exp( qo). 
显然 o 


l 


üN = = (u. exp( iqar )) = 一 SIE Tn )exp( jjqorm ), 


= Nga = mk. 
uN Em) 定义 为 


n=l 


UNC Em) = D ut exp( BONED E 
1=0 


令 In: COC) -> Sw 为 插值 算 子 


InNV(x) = >` (v(xr) ,exp(imgor ))Ëexp(imqozr). 


m= 


EX LICO ARC, ) 为 


PLEIN 
(u(x),v(r)) = |, u(r)vu” (xr)dz, 
v(x) = olr), v(x) li. 
定义 周期 Sobolev 空间 H), 
oC, = 158112 
o 1 


对 于 插值 算 子 Lv 具有 如 下 性 质 ， 
引 理 10.2 设 w€ HC) WAMO uss H 
. 151 ° 


lo- wl, S< N # |o | PE 
引 理 10.3 ”对 任何 f,g € CC ).MH 
(f(z),g(xz)), = (fix), Iyglr)). 

E 10.4 设 (10.1) 周期 初 值 问题 的 解 x € C*([0,T]; 
态 (2 )), 则 存在 常数 OU = 1.2.3), 它 与 Ar,N 无 关 , 当 At < 
coN > ce 时， 

| — eA + N °). 
证 (10.23) 的 第 一 个 方程 等 价 于 


~ ti -1 
+ UN + us 


uA i .. š : .. 
(SA eligo) = cof — >, exp( ijqoz)); 
| (unt! + UN a _. . 
+ Ceg + 让 (全 2 e sexplijgoxr))e — (co— i) 


* (FO uN P )uk.exp(iqor));, 
其 中 f(s) = s,B3]BB 10.3, 对 任何 上 %E S. 有 
| 


ntl n+l nol 
us TUN ) [ + UN | 
,= co tt (co t 1 
[ 2At f 0 2 Pjr Coti) 


. (E + ur !) 


=g) (co~ DCOKNEFO uk 2)uh], $). 

(10.24) 
在 方程 (10.1) 中 离散 w H RECO.) S $ € SN 在 
Ls 作 内 积 ,再 减 去 (10.24) ,可 得 


eN! 一 e"! en! 十 e 1 
ER) ) = o EH gee) t (e + i) 


l (At tey!) 


7 = g(a) ]- (co = FC u” |2)u" 
-Il fC Po] gz)) A (z'(z),6(z)), (10.25) 
其 中 (r) 为 截断 误差 .e = u- us. 
@ E = a" Pe, r= Psu"- uk, Aj e = @ + 六 ,这 里 
PN RREZE: LIC )— S、. 易 和 | 
"152. 


Pell < N a | 71. (10.26) 
由 于 正 交 性 ,有 
(e" ,8g(z)) = P), (eg)) =- Opa). 
(10.27) 
将 (10.27) 4 A(10.25) 8 $ = y! + g. (10.25) 取 实 部 得 
l ll; = col 711 + m! | 7- Relco — i)(/(1 u” 12)u" 
— Is[ fO uk l uk] + r”, gt! + 221), (10.28) 
这 里 
Wgt- 
kal ia 
WW fle) € CC ), 广 (ozsi)) 满足 
. 1” ulr,t) i) ulr,t) € S(ul(zr,t)), 
f (vr)) = Flulz,t)) ulr, t) & S lu(z,t)), 
(10.29) 


这 里 S.(u(z,r)) 表示 方程 (10.1) 的 解 的 = BR. 
对 特殊 函数 f' 在 (10.28) 中 作 估计 
(F Cuu" — Inf uuh g! + 1) 
= (HE = IS (E + Iv( D = f" Ru], 
+ UU = UE = IKE u) u") + INUS Gan) 
= f'(uk))u"] + ISa g! + 01) 
<E se + CN °) 


+A G) ao der i + CN L 721 — 1] 
<c- [N > t ly ?+ | A l, 10.30) 
这 里 E 为 恒 等 算 子 . 对 于 (10.28) 最 后 一 项 有 
C pi t l) < (Ar |! aa. 
(10.31) 
将 (10.30) 和 (10.31) A (10.28) ,得 
l lee (N Aat 7147 + | 712 + J 112). 
(10.32) 
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用 Gronwall 不 等 式 , 当 At 充分 小 时 .有 
|l S< (N SrtA) dy l + | 211). (10.33) 
由 (10.23) 式 中 第 二 个 方程 ,类 似 上 面 证 明 可 得 
| | S (AC + N). (10.34) 
联系 (10.33) (10.34) 和 (10.26) ,定理 对 于 f* 成 立 , 易 知 对 了 也 
是 成 立 的 . 


$11 三 次 一 五 次 非 线性 Ginzburg-Landau 


方程 的 慢 周 期 解 
考虑 如 下 的 Ginzburg-Landanu 方程 
w, = cow + (co + 1€C1) tw 一 (9 十 ieca | 
| we Pw = [2 jeca w lw, (11.1) 


其 中 wlr, t) AZEMA, t) € RXR 的 复 值 函数 ,co,ci， 
cz, ca 为 实 常数 ,e 为 小 参数 . 当 ce = 0 时 , 它 为 非 线 性 Schrödinger 
方程 


iw + eciwr — Ec | w Tw- ca | zo la = 0. (11.2) 
我 们 先 看 看 (11.1) 的 周期 解 
wlr, t) = Re tr en, (11.3) 


将 (11.3) 代入 (11.1), 分 开 实 部 、 虚 部 可 得 
Rt + R° = 2(1- 2), 
Ni = e(ciË2 + oR? + csR3). 
w = 0 为 定常 解 ,wx 2 0 存在 慢 振 幅 周 期 解 ,w = O(e). 
为 了 对 动力 系统 作 进一步 分 析 , 令 
w(t,t) = pla Jet It ea] (11.5) 
代入 (11.1) RAL e ie) a 
= iwp = cop + (co Tt ieci(o L 20.0, + iof i — 002.) 
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(11.4) 


Co 


一 (Feot iec Je - (5 十 isca J e°. (11.6) 
PRERA HIH BÉ 
一 ECO = co(20.0， 十 Or) + Eci Pra 7 097) 7 ecap? -= ec30, 


1 ， ` c 
| Cop + col pr _ 003) = eci (20,8, + Orr) _ > = 2 0 = 


由 (11.7) 可 得 


20b; + Oar = afe T w) + (o _ 3 )e + [o _ a), 


7 ` 
cg + E CT 
3 


2 2 
= za ta 2. - (所 2 2 [50 2 4 
= ci + eciw) + g“ciC + ecic . 
+ ed 0 I > 1C2 Je 2 1C3 JO 


(11.8) 


Par 一 z, 


当 s = 0 时 可 得 可 积 方 积 组 


ë + = 一 0, 
l + 1 (11.9) 
Arr 7 0? = p + 2 e + Fe» 


具有 积分 


020, = Q. 
Q la lẹ (11.10) 


Ater 4e 一 有 0 二天， 
其 中 Q 和 KK 为 积分 常数 . 


以 下 考虑 有 = Q(x) 为 扰动 方程 组 的 慢 变 元 .w = o, 从 
(11.8) 可 得 


Cr 二 V, 
Va -和 
4 ta- 3)e+ [a a) 
Q. =p le — o) + (o 3) + (es c1) o] 


(11.11) 
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以 下 考虑 未 扰动 方程 组 . 
此 时 为 方程 组 (11.11),e = 0. 由 此 可 知人 = Q, ER, TEN 
程 组 


Or = O, 
Qá 1 ls (11.12) 
UV, = P -pt > 十 >. 
研究 (11.12) FEE, 5A RR 
g(P) = dpd P+ Qü, (11.13) 


其 中 (20 为 实 常数 , 己 一 o. 显然 (11.13) 的 根 为 (11.12) 的 平衡 
点 . 当然 除了 平凡 解 P = 0,0o = 0 外 ,g(P) 的 图 如 图 11.1 所 示 
《对 应 于 不 同 的 2o). 如 


图 11.1 了 P 和 g(p) 的 关系 
| 3-3 g- [BI-B/B 


Po= g Ny O 
P; = 1,2) 为 (11.13) 的 正 根 ,不 难得 到 以 下 结果 
引 理 11.1 未 扰动 方程 组 (11.12) 具有 
(I) 三 个 平衡 点 (+ 1,0),(0,0), 对 Q, = 0; 
CM) 一 对 平衡 点 (tt VB,0),00 = + Qo: 
(HD) 二 对 平衡 点 (t+ VPj,0),0 <i O, 1< Do0 = 1,2); 
”136 >: 


(N) KR > fo 时 ,没有 平衡 点 
进一步 ,0 之 P<Po<P<1P(00) JS Qo 的 增加 函数 ， 
P2(020) 为 Qo 的 减少 函数 ,满足 
im. P, (Oo) = lim, P-Q) = Po; 


0 Tto 0 “fa 


lim P (G) = 0; lim P(o) = 1. 
IQ 170 Io! Ü 


现 讨论 平衡 点 的 性 质 
容易 验证 (11.12) 在 平衡 点 (+ o; .0),20 = + A7 处 的 特征 
方程 为 
à? 一 pP + ip - P2- 303) =0. (11.14) 


令 4(P) = ŽP} + Š P3- PÈ- 308M g(P,) = 0,q(P;) 


+3g(P;) = 4P? + 3P} - 4P}, RATE g(P;) = g(P;) + 3g(P;) 
=4p(p - Po) [p + B3), 5 P, < Po 时 ,我 人 有 g(P) 
< 0 REH 11,2 EAB. AE P 为 稳定 的 (中 心 ) 不 动 点 , 另 一 
方面 , 当 P > Po,gq(P;) >0, 则 局 是 不 稳定 (鞍点 ) 不 动 点 . 当 书 
= Po 时 ,gq(P;) = 0. 由 (11.4) 的 分 析 ,我 们 有 如 下 结果 ， 

引 理 11.2 方程 (11.12) 临界 点 的 性 质 

(1) 当 0 <1 Qo1< 2o 时 ,临界 点 (+w Pi,0) 是 中 心 稳定 , 临 
TAC V P,,0) 是 鞍点 不 稳定 . 

(2) 当 Qo = 0 时 ,临界 点 (1,0) 是 鞍点 不 稳定 ,而 (0,0) 是 一 
个 中 心 . 

(3) 当 Ro = Qo 时 ,临界 点 (+ Po,0) 是 非 双 曲 的 . 

定义 K(p,v) 作为 第 二 积分 定义 如 下 : 

K(p,v) = 中 + 人 + 一 to, (11.15) 
以 K: (oN), 0) 表示 K ERE No), i = 1,2 的 值 . K(o.0) 
的 极 小 值 和 极 大 值 对 应 于 (11.2) 的 中 心 和 鞍点 ,如 图 11.2 所 示 . 
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Nip. SP 人 


(D0 <! No: < Aa (bR = O (cn = ho 
图 11.2 方程 (11.12) 的 相 图 
H (11.15) 的 积分 值 和 引 理 9.2, 可 得 (11.12) 相 平面 上 的 图 像 ; 
引 理 11.3 (1) 存在 二 族 周期 轨道 和 二 族 同 宿 轨道 ,它们 对 
F v 轴 是 对 称 的 ,0 之 | Q 1< f20( 见 图 11.2). 
(2) 存在 单 参数 周期 轨道 和 二 族 异 宿 轨 道 Qo = 0. 
(3) 存在 二 族 周期 轨道 关于 o 轴 是 对 称 的 ,Qu = G. 
(11.12) 的 计算 结果 对 0 <I Qo i< Ro ANA = 0, 见 图 11.3. 


-1 oran " + — 


5 a 4 小 -一 一 
0.4 06 OR ' 12 i4 16 


(a)0 <! ñ, !< Aa 中 的 相 图 (b) 方程 (11.11) 的 相 图 ,Oo = 0 
图 11.3 
(11.1) 的 周期 解 ,对 > 是 拟 周 期 的 ,对 > 是 慢 周 期 的 . 
(11.12) 的 周期 轨道 的 积分 值 ( K ,0) #E( K ,Q) 空间 形成 一 
个 有 界 域 E. (对称 于 kK B). E 的 边界 9E, 由 对 应 于 临界 点 
aNG = 1,2) 的 点 组 成 . 
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IE; = (K, 0): Q° =y- Ly - T 2, 


3 2 2 3 = = 1 — 
K = 2v 4 y 3 y sA = pijo 1 1,2. 


由 数值 计算 得 到 图 11.4. 

以 下 讨论 扰动 方程 组 (11.11) 
平衡 点 的 存在 性 及 其 性 质 . 

引 理 11.4 (1) 方程 组 
(11.11) 所 确定 的 流 在 对 称 变换 -ur 
Fr-  r,ə— v, —— NA -na 


及 p >= p. v> U 是 不 变 的 . ni 04 06 OR 1 12 44 16 IR 2 
(2)(11.11) 的 临界 点 ,如 它们 
存在 而 且 满 足 条 件 图 11.4 POR E K 和 2 的 关系 
aP? + bP + c = 0, (11.17) 
fp ZP- JP = PH, (11.18) 
其 中 
Cl cl 


a = cy — 2°! = e237 
则 它 也 是 未 扰动 方程 组 (11.10) 的 临界 点 ,如 P. 是 一 个 临界 点 ， 
则 0 < Px < 1. 临界 点 的 位 置 与 Cos, € xx. 


这 是 显然 的 ,如 已 = p?,0 为 (11.11) 的 临界 点 , 则 已 满 足 
(11.17),(11.18). 


3111.5 设 非 负 实 数 P ,为 (11.18) 的 解 , 当 且 仅 当 
0< 0 =- PP, -Dp +2)S0< P. <1. 
Xİ a #0 5(11.17),(11.18) 为 


f +rP +s =0. (11.19) 
1: 1p3 上 上 p4_ 22 
Pi -dp +P: = 02, (11.20) 
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a 
从 (11.19), (11.20) 求解 P MOQ. H (11.17), (11.18) È 
(11.12) PE AAN FAEERE 


定理 11.6 it /(P) = P- JP- +P , 则 有 


了 
(1) 在 s = 70> r=- 2, X$ w = CI -A< c2 十 C3y2c2 < 
c< 2c 或 w=cl+tA>ceo+cs2<cl<2c ,其 中 A= 


(e- 92) 


CI 
a[l cs- a) 
和 (11.11) 的 四 个 平衡 点 :(oo,0, + Ro) 和 (一 oo,0, + No), k B 
+ po = 土 V bo, t (Qo =+ flpo). 


,存在 (11.14) 的 一 个 正 根 0 < po = Q < 1 


(2) 在 区 域 0< < 后 ,r+s>-1,r<0 上 :对 于 cl -A< 
w < minici + cz t csl ,2c; < cz<2c3 或 maxlclycz+ceil<w 
< cı t A,2cs < cl < 2cz, 存 在 (11.20) ZAERO < P, < P, < 
1 和 (11.12) 的 8 个 平衡 点 : 

(p10, + Q1), (~ p10, £ R1), (02,0, + R2), (— p2,0, 
tM) RP t a = 二 Vpi,i = 1,2, P = R- = (- 1),i = 1,2. 

(3) 在 区 域 s = 0,-1< r <0 E:XF2c; < w= cí < minic 
+ ca,2csl 或 maxt cz + c3, 23) < o = c, < e e, 


(11.18) 的 一 个 零 根 P = 0 和 一 个 正 根 pi = > 22 < 1 和 存在 
(11.11) 的 五 个 平衡 点 : 

(0,0,0), (01,0, + Ri), C- pi1,0, + 11), 
RH +o =+ pi tA =y f). 

(4) 在 区 域 ; < 0,r + s >- 1 E: W o < c2 + ca3scl < 
min{2c3, w| IÈ w > cy + C3, C| > maxi2c3,w| ,存在 (11.18) 的 一 
个 正 根 和 (11.11) 的 四 个 平衡 点 : 
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(ol0, + Ri), C- 01,0, £2), 

其 中 +p =+VE,+O =+ / fP). 

(5) 在 区 域 r+=-1, -2<r 上 :对 cl-~-A<w= C2 十 
c3 < ci < 2cs IX 2ca < c < o = cz+cy<cl+A, 存 在 (11.11) 
的 一 个 正 根 P = 1, 因此 存在 (11.11) 二 个 平衡 点 ; (1,0,0) 的 
(- 1,0,0). 

(6) 在 区 域 + = 0,s = 0 上 :对 cq #2, w = cl = 2o AE 
在 (11.11) 的 一 个 临界 点 (0,0 ,0). 


(7) 在 区 域 a = 0,0 < 地 < 1 上 : 仅 存 在 (11.17),(11.18) 


一 个 正 根 P =s- Z < 1， 存 在 (11.11) 二 个 临界 点 


(+ =£ 0, + 0). 
当 系数 。 = ca- 2 2 0B8,(11.11) 系统 的 平衡 点 数目 依赖 
Fr 和 s, 图 11.5 RH r 和; 的 关系 .图 11.6 表明 8 个 平衡 点 ,能 
综合 9.6 于 表 11.6 h. 
现 来 研究 平衡 点 的 性 质 ,(11.11) 的 特征 方程 为 


22 — Aà - Bc; = 0, (11.21) 
p O, (h — Pr Qh 
L-A, Te O,’ 
K o 
K ° aa. “ K 
; ee Q-A p, O, ， 
2 中 ` 
-2 -LS -0.5 0 05 1 wa- 人 y e Oh 
11.5 > 和 xs 的 关系 图 11.6 8 个 平衡 点 的 图 
Q: 3 5 ec 
A, =- 3-2 -1+ 5o? +ot+ [ec + 3bo2 + Saot 
j o 20 ”70 C ec? pj øj], 
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202 Scop; 
= = 2c + 40p; + bap) l, 
B; po G ci +e al € op) HAP}; 
因 aP? + bP; + c = e -Lp -dpt = 03 RNA 
v73+3) 2e cp; 
A, = 4(P, - Po)( p 8 t Eg 230 + 20p;), 
444Ec0 
Be, = 7y ed? 20p;). 


为 方便 计 , 设 ce > 0,eco > 0, 以 下 讨论 (11.14) 平衡 点 的 稳定 性 ， 
分 二 种 情况 : 

情况 1 (11.17),(11.18) 有 二 个 根 . 

设 (11.17), (11.18) 具有 二 个 正 根 , 则 Pi <- > 
2aP; + b < 0,2aP; + b > 0.1 Q; > 0. 

Bici < 0, Bz2c2 > 0,A, < 0,A, > 0. (11.22) 

首先 讨论 小 正 根 P, 的 稳定 性 , 设 Q; > 0,11,.11,A1 11.21) 的 
三 个 根 . 则 由 根 和 系数 的 关系 可 得 


< P>, BẸ 


(A1 + A+A = 0, (11.23) 
I A24 =- A >O, (11.24) 
lalala} = Bic < 0. (11.25) 


(11.25) EBF E— ARR, ia 0. Al = a + ig, A) = a- 


l 
iB, 将 4 和) 代入 (11.23), 有 a = 2 < 0. 因 此 
ReAl = ReAa! > 0,21 < 0. 


其 次 分 析 对 应 于 最 大 正 根 已 的 稳定 性 , 设 户 (1) = A? — AA 


-Bsc2, 则 f°.(4) = 322 - Aa, hA) RHZ NEAN t 全 ,更 
进一步 Baco = Ole). Hih 
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元 
a)-- (3 Sm) 
户 (0) = - Baca < 0,41 < 0, ʻA} <0, 


a > ofai < SE <, >, 3 £) 


由 以 上 分 析 对 于 (11.11) 特征 值 (在 P, 和 ,点 线性 化 ) 及 
< 0,Reà; > 0 (j =1,2),à; <00 = 1,2),43>0 对 于 0>0, 
a Z 0.11 P, 和 P, 的 特征 值 13 > 0,Rei < 0(; = 1,2) fll à, > 
00 = 1,2),13 < 0,Q < 0,a 和 0. 我们 有 如 下 定理 

Æ 11.7 设 (11.19),(11.20) 或 (11.11) 具有 二 种 类 型 的 
平衡 点 .如 eco >0,0;>0,c > 0, 则 P| 是 鞍 焦 点 ,P; 是 鞍点 . 进 
一 步 

(|) 对 平衡 点 Pil(p1,0,Q1) 和 PIO- p1,0,021), 我 们 有 
dimWisc( (+ p1,0,0)) = 1,dimWE((+ p1,0,01)) = 2. 

(CH) 对 平衡 点 Pi(p1,0, - 2) 和 PI( 一 pi1,0, -021), 我 们 有 
dimWi,((+ o,,0,0,)) = 2,dimW{e( (+ p1,0, — 2,)) = 1. 

( |) 对 平衡 点 Pl(o,,0,0,) 和 P3( 一 p2,0,022), 我 们 有 
dimWi,.((+ oz,0,02)) = 2,dim WY.((+ p2,0,0,)) = 1. 

(iv) 对 于 平衡 点 P30oz,0,922) 和 PACO- oz,0, - 02,), 我 们 有 
dim Wi ((+ p20, — 02)) = 1,dim WE.(+ o;,0, — R2) = 2, 其 中 
Wil (E pj,0,02)) 和 dimWh((+ pj;0,0;)) 分 别 表示 平衡 点 
(to,0,0.)( = 1,2) 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 . 

情况 2 (11.17), (11.18) 有 一 个 根 . 


如 a =0, 则 已 ,= — 011.17), (11.18) 的 一 个 正 根 ， 
C2 2 
它 几 乎 同 于 情况 1 有 如 下 结果 . 
定理 11.8 如 a =0(cl = 2ci),ecop >0, 则 存在 (11.11) 的 
4 个 平衡 点 (+ p， ,0,0Q,),(+p:,0, - 0.). 进 一 步 有 
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(|) 如 (+ pY = P. < P, 则 平衡 点 是 鞍点 焦点 和 
dimWix((+ ,00 )) = 2,dimWki.((+ o.,.0,0.)) = 1, 
dimWi,((+o,,0,- (2, )) =1,dmWkr.((+o,.,0,—- (2, )) =2. 

CH) A P, < (z P.)2 = PP 牵 1, 则 平衡 点 是 鞍点 , 且 

dimWic( (+t o, ,0,0.))= 2,dimWk.((+o.,0,0.))= 1, 

dimWi,((+o,,0,-0Q.))= 1,dimWi( (ps0, -N )) 
= 2， 

4 a 关 0 时 ,我 们 有 如 下 定理 

定理 11.9 设 (11.19),(11.20) 具 有 一 个 根 ,如 cl 关 2c2(a 关 
0) ,sco>0,cl>0, 则 存在 (11.17),(11.18) 或 (11.11) 四 个 平衡 点 , 进 
一 步 有 

CIDA oY = P. < Po, 则 平衡 点 是 鞍 焦 点 ,， 且 
dimWic((+ pv，00.)) = 1l.dimWx ((+ pr ,0,0,)) = 2, 
dimWi.((+ o, ,0,- Q.))=2,dimWt ((+ o, ,0,-0Q.))=1. 

(ji) 如 Po < (+ p.) = P，<1, 则 平衡 点 是 鞍点 , H 
dimWi,((+ o.,0,0.)) = 2,dimWt ((+ o..0,0.)) = 1, 
dimWi,.((+o.,0,-0.)) = 1,dmWi ((T o, ,0, -0,))=2, 
其 中 Wi, 和 Wx, 分 别 为 平衡 点 的 稳定 和 不 稳定 流 形 .以 上 均 见 图 
11.7 表示 . 


(a)Pi(- P0, Ni) or PICO p00) PICO- 0,0,0) or P p1,0,0)) 
(W = I, W“ = 2) : (W = 2, W“ = 1) 


(c)Pš(- p2,0,01) or P3(- p2,0, 02) (d)P3(- p1,0,01) or P3(- p10, h) 
(W =2,W" = 1) (W: = 2,W*= i) 
图 11.7 最近 平 衡 点 的 凡 何 
我 们 考虑 (11.11), 它 具 一 个 不 动 点 


p= R, 
a = R2k, I (11.26) 
v = 0, 
其 中 R 和 满足 (11.14) .不 动 点 对 应 于 (11.1) 的 周期 解 ,我 们 将 
讨论 方程 组 (11.11) 周期 解 的 存在 性 和 非 存在 性 , 它 不 具 形式 
(11.3). 

由 (11.10) 第 一 式 和 (11.11) 第 .三 式 可 得 


2 (ec c C 
ee 名 
(11.27) 
— 2 ECO _ . Ci) 2 _ _ 11 4 
oo 
(11.28) 


K N 形成 有 界 域 忆 . Poincaré 上 映照 已 定义 在 五 的 O(e) 邻 域 ， 
E, 定义 为 :如 ( Ko,f20) € E ZET (x) X01.11) AX v0) 
= 0,0(0) = 0o,o(0) 使 得 K(0) = Ko 的 一 个 解 , 令 (5,0, 虽 ) 为 


T(z) 和 w= 0 平面 具 和 < 0 的 交点 , 则 有 


P( Ko, Ro) = (K(p0,0,0),0) = o 十 


EX AK (Ko, 2o) HI AGQ(Ko, Ro) 为 
P(Ko, N0) = (K, N) 
= (Ko + AK(Ko, Ro): Ro + AQ( Ko, (0)). 
AK ,AQ 依 到 O(e) 计算 为 


CX Ky 
AK(Ko, No) = =j 


0?’ 9) 


(P (z))dz, 


NUR 02) 
AN (Ko: Ro) = Ñ 


OQ, (T.(xz))dx. 
Xe (Ko,00) 为 了 的 回来 时 间 (* 时 间 = <”). 
设 o、 为 扰动 组 的 平衡 点 , 则 o, 满足 
Cl 一 Tw 十 Ë 一 a) + (o 一 ajo = 0. 


由 上 面 等 式 和 (11.27) 以 及 注意 到 Tu = 从 + O(e) 推出 
l 


" rKy 00) 2 (z 2 > ci 
~ CE 
+ Ë 一 a)? + 0%) dz + O(e2). 


轨 线 (po(x),vo(z)) 在 Qo 平面 上 (11.10) 的 积分 天 WE. EA o 
轴 (w = pz) 相交 于 二 个 点 0 < pilko No) < pz( Ko,00). 因 此 令 
P = R,ot = Ri,p3 = Rs, 由 (11.10) 第 二 式 和 2po.dxr = dR 可 
得 


Sa R,(Ko, No) 
RI(Ko, Qo) 


(RD DRA) 


J KoR- Ri- Of+ lR + 


AK = 一 


dR, 


l 
e R 


(11.29) 
H Ak <0, lr) < o. 
类 似 可 得 
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€ R,( Ko, Qo) 


Ag = oo Ri1( Ko, Ro) 


(à = Olle- F) + (es FNR +) 


w -dR + O(e2), 
V KoR - R° (ü t 2 R° 1 6R 
(11.30) 
RAQ < 0,0 (xz) < o% .因此 

d np 2 2f(kCu e 2 ya 2 _ 

g os K) = Zi to o.) (o 一 iv)(c 一 7) 
为 方便 计 , 设 a = c - S > 0, 则 

2NAN - ps AK > 0.0eco > 0. (11.31) 
(11.31) 表示 对 Qo Z 0,AQ = AK = 0 是 不 可 解 的 . 因此 


Poincaré 映照 p 对 0 关 0 不 具有 不 动 点 . 

定理 11.10 对 QQ 了 关 0,e 关 0, 扰 动 方 程 组 (11.11) 的 所 有 周 
期 解 是 南 井 的 ,所 有 的 (11.1) 拟 周期 解 w(xr,z) 对 扰动 是 破裂 
的 . 

对 于 0 = 0, 存 在 Ko 使 得 AK(Ko,0) = AQ(Ko,0) = 0. 因 
此 有 

定理 11.11 存在 Ginzburg - Landau 方程 具 小 复 系 数 的 解 ， 
它 对 时 间 和 空间 是 慢 周 期 的 ,不 具 形式 eeen., 

现 考虑 异 宿 轨道 . 

系统 (11.11) 对 某 些 值 表现 出 异 宿 轨道 ,我 们 从 二 维 不 稳定 流 
JÉ 六 在 平衡 点 ( 土 V p ,0,0) 开 始 ,定义 y; = KEA enl = 
(1,2,3 .其 中 (Ki ,0Q7) € F. HT} 和 w= 0 平面 (v, < 0) 的 第 
一 个 交点 . (Kh Nia) = PAAR P = o 为 未 扰动 方程 
组 的 平衡 点 .同样 我 们 定义 yt AE, 中 的 点 集 ,在 K 轴 对 称 于 yt. 
而 y, 为 对 应 于 (于 V 户 ,0, 二 2) 或 (+ vp,0, 王 0) 的 一 维稳 定 流 
ÉT. 我 们 研究 系数 CoC C, Cze 和 w, 使 得 p: = T. H 
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Poincaré 映照 ,我 们 有 

定理 11.12 IHEM e 充分 小 , 至 少 存在 系数 Co、C1、C2 和 
C3 依赖 于 j() = 1,2) 使 得 系统 (11.11) 具有 异 宿 轨 道 相连 (Vp;， 
0,0;) 和 (Vp;,0, - 0;), 另 外 相连 (-- Vp;,0,0;) 和 (一 Vp;,0， 
- Q). WE 11.8.6 11.9,E111.10 


图 11.8 学 宿 轨道 的 几何 


j 


| . ri 
! r? 
(a) 


图 11.9 同 宿 轨道 的 对 称 图 图 11.10 双 脉 冲 同 宿 轨 道 
对 于 立方 一 五 次 Ginzburg-Landau 方程 (11.1) ,用 拟 谱 方 法 
数值 求解 它 . 数值 如 果 表 明 (11.1) 的 解 不 具有 周期 性 ,s 关 0. 在 图 
11.11 一 11.14 中 ,我 们 在 相 平面 (| wrot) 1. lw(zoyt 1,) 中 
画 出 图 . 其 中 
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， q = 1.0931, 


图 11.11 REPOR 图 11.12 图 11.13 中 异 宿 轨道 


F (bo F 8) Poincare Riti 


Wix Od 
AW 0h 


4 
3 
2 
1 
KD 
-1 
3 | 
-4 
04 — _ | 


0 02 04 dkr 1 - os 1 15 2 25 3 35 
图 11.14 在 相 空 间 (| w(zo;t) 1， 11.15 ”在 相 空间 (| w(zo,t) l, 
to(zo,t) |, 上 vo(z,t) 的 流 (e = 0.025) | w(xzo,1) 1, 上 vo(z,t) 的 流 ,e = 0 


812 广义 Ginzburg-Landau 方程 行 波 解 的 稳定 性 


考虑 如 下 形式 的 广义 GL 方程 
U; + š U, = (g+ i6)U + (1 + iB YU,, 
+(j+ ó) 1 U 2U + (£+ iy) I U WU 
~- (ë+ iq) | U PU, - (m+ iñ) U2U, ; 
(12.1) 
其 中 (z,r) c€ R x Rt,U(x,z) 为 未 知 复 值 函 数 , ,3,8, 生 ,6， 
È, Y,a ,区 , 郊 均 为 实 常数 .考虑 (12.1) 的 平面 波 解 
U(z) = roe, z = x — er 0 < £ <1, (12.2) 
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其 中 ro» 00 满足 


A triter q riða + 7 rigo = O, 12.3) 
g+ Š rü + y r + (CC 一 m) rë, = (B+ EC 一 y ) O00. 

在 (= = x 一 scr,r) 平 面 上 ,GL 方程 (12.1) 可 写 为 

Ure oUt (1 + i8)U,, + (A+ ig )U + (j+ i8)! U IPU 


r(8r iy) lU IU (a+ ig) 1 UPU- (m+ in) U U. 
(12.4) 


; - 1l 
S p= e= l=- R= pa = eo,6= eE 


Y= ey,a= ta,g= eq, m= em, ñ= en, Ñ) (12.4) 可 写 为 
U, = e(c—v)U, + (1 + iß)}Un +(l+ieo)U 


+ [= 7 t 8)! UU +[- 5 +i) UU 
-ela + iq) | UIU, - e (m + in) U2U.. (12.5) 

引入 极 坐 标 
U(z,r) = r(z,r)e err)， (12.6) 


(12.5) 变 为 
r, = r< + efra tele + 209, — v)r. + r(1 一 L, 


I 
J 2 


r4 o. | ela + m)r r. — r2e(q — n)60., 


a . 12.7 
0. = 0. = eB 12 E + 有) - eh. (12.7) 


r 


ea — eðr? — err ~ela — mrb. + e(q + n)rr.. 


A 
~ 
fr: 二 a T, 之 一 eZ ,0 一 e0, (12.8) 


则 (12.7) 变 为 
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er, = e?r, + Ee prO + elce + 2@0, — v)r, + r(1 一 t, 


e. - r*e(q - n)8,, 
2 
0, = Oa ~ pE + (c + Ë). — v)8. — (o + Ər2 + rrt) 
ph am a et + nm. (12.9) 
设 人 9 为 OLD 次 ,对 一切 (DERxR' 和 Ve > 
0, 令 ee 一 0, 可 得 
asss ， 


0, = 0.. + 2 == 0s, (e + Ba- v) (a + ôr? + rr) 


~ (a — YP. | (12.10) 
从 (12.10) 解 出 r? > 
， V9-8p -1 


r =”  . (12.11) 
将 (12.11) (ë A (12.10) 第 二 个 方程 ,得 
8020 
6, 一 0 = 7 Coy 广 ) 
VI + (B+ 27)0.16. 
~ af 一 2 _ 
-or (12.12) 
为 方便 计 , 令 8 = 0 于 (12.9) 中 ,由 此 可 得 
e2r, = Era +e2(c — v — (a + m )r2)r. +r- tp 


-Jr - 02) — rie(g ~ n)0., 


-人 


0, = 0z + (c — v — (a - m)r? + 2 2)0, — (a + ôr? + yr) 


+ e(q + n)rr.. 


(12.13) 
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现 考虑 (12.13) 的 定 态 解 ,e < 工 .可 得 二 个 方程 组 , 即 慢 变 方 
程 组 和 快 变 方程 组 . 慢 变 方程 组 为 
er = S, 
es =— elc — v — (a + m)r)s- r[! 一 ip 一 4, 一 #) 
+ em(d — n)$, 
0 = 9, 


# =—(c—v-— (a m) + 2 —)$ + (a + òr? + yri) 
- (q + n)rs, 
(12.14) 
其 中 = 二 , 令 z = 6é, 则 得 快 变 方程 组 


s =-elc-v- (lat m)r?)s- r1 -37-3 - P) 
+ eri(g ~ n)$, 
0 = e$, 
$ —-—=(c— v — (a — m)r? + ŽE) + ela £ òr? + yr4) 
一 elq + n)rs, 
(12.15) 
-4 
其 中 .= qe: 
当 。 = 0 时 ,存在 不 变 流 形 . 
Mo = |Cr,s,0, $): 2 + ty 29 = 2,s = 0,0 € R}. 


(12.16) 
(12.15) 在 此 流 形 线性 化 ,可 计算 特征 方程 


det( Df Im, TAI) = A [22 +4- 3⁄2 -4r1] = 0, 


因此 当 > TES, m, matt a < 35 — 3 g 
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ee 


Qo = [33 — AB) 因此 存在 (12.14) 的 不 变 流 形 M., 它 以 
O(e) 逼近 Mo, 流 形 M, 为 
M, = 175,0,8) : y = Me), 


OB 02.17) 
s = M'($,e),0 € R,P < SB], 


其 中 


M'($,0) = < 38E 一 l Me(g ,0) =0. (12.18) 


在 方程 组 (12.15) 中 ,0 不 与 其 他 方程 耦合 , 因此 可 考虑 为 (r,s， 
$) 的 方程 组 0 作为 辅助 方程 . 

由 (12.14) 的 最 后 一 个 方程 ,可 得 

(Ay = 2 [(v + la-m) -coh + (c + ór? + yr) 


- 7 02Y(q + n)]. (12.19) 
因此 r = M 整个 方程 在 MM. 上 为 
0 =$, 
9 - 822 — V9- 8 (12.20) 
g($) + O(e), 
9-1687 -V9 gp 
其 中 
g($) = A + B# + C / 9 — 82? + D% v 9 — 892 + Ep, 
(12.21) 
RE A =a- Sy, Bye C D 


E =- 27. 对 于 不 同 参数 A,B,C,D,E, 函 数 g($) = 0 


的 根 的 数目 是 不 同 的 , 取 C = D = E = 0, 1 $ 1< Qo 作为 例子 ， 
MJ $ =- A/B X g (9) 的 根 .因此 (12.20) 第 二 个 方程 能 写 为 
9-8# - /9 - 8# 


$% = — g (g 
9 — 16%? /oone. ) 
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= -eD f] - $)(0 < s <4), (12.22) 


Ht $ Agl) = 0 的 根 ， 为 方便 计 , 设 k($) > 0. 
情况 1. 1 个 根 . 
此 时 存在 一 个 根 , 设 $= $, 有 
lim $(z) = $, 
情况 2. 2 个 根 . 
此 时 存在 两 个 根 , 设 为 $+,$ < $ 有 
lim $(z) = $. 
情况 3. 3 个 根 . 
此 时 有 3 个 根 , 设 为 点 () = 1,2,3), H $, < $, < $,. 
$ = RCNP — $$ — $,)( $ — g3). 
积分 可 得 
(多 一 PiP = $x) = coet ANECA — p), 
HH p, = $s — $2, B = $x — pip = ha e 
注意 到 ($) > 0, 1 $ I< Qo, 由 &(g) 的 连续 性 有 
mink($(z)) > 0. 因此 有 
lim $(z) = é, sk $s, lim $(<) = $>. 
情况 4. 4 个 根 . 
类 似 计算 可 得 
($ — $x)5($ — é) = coet ODd — B(S — $3)a, 
其 中 
pi 一 ($4 一 #,)(%, 7 $2) ($3 = $2), 
Bx: = ($a — $2) (24 — $1) ($3 ~ $1), 
8s = ($4 一 $,)(%, 一 2,)( $ 一 $i), 
Ba = ($3 = $,)X$, — L1) ($: — $1). 
因此 
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lim $( <) = $i 或 $z, 
lim $(z) = $> 或 $4. 
异 宿 轨道 的 图 形 见 图 12.1 ,图 12.2. 


中 
A 
一 A — _—. P 
K “ 一 z 
Pa | a 


图 12.1 WA 2 BJ Au 图 12.2 情况 4 的 异 宿 轨道 
无 损 于 一 般 性 ,我 们 设 相近 (12.22) 的 轨道 8 (=) 存在 ， lim $ (z) 
= . 因 临 界 点 #8, 对 (12.22) 是 双 曲 的 ,因此 在 流 形 M. ERTE 
轨道 线 为 
2 (2) V9 BB) - 12 + 0). (12.23) 


0 (z) = [s (s)ds. 


因此 有 

定理 12.1 存在 eo > 0, 使 得 当 0 < s < so ,存在 参数 空间 的 
区 域 ,对 于 它 ,(12.14) 的 异 宿 轨 道 在 M. 存在 . 现 考虑 这 些 轨道 的 稳 

r(z) = o(z),b(z) = | $Cs)ds, (12.24) 

其 中 lim $(z) = $a. 

为 了 得 到 (12.13) 关于 行 波 解 (12.24) 的 稳定 性 . 对 (12.13) 
作 线 性 化 ,引入 小 扰动 

r(z,t) = plz) + R(z,t),0(z,1) = | $5)ds + 0(z,t), 
代 人 (12.13) ,并 作 线 性 化 ,得 
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3 
R,=R.+[e- v(a t m)e]R, - [F + "(q = n) ]6, 


11- F030 Plat m) ~ 391(q—n)$ ]R, 


2 
0, = Oa + [ev la- m)p +2 Jp, [2$ +e(g+n)plR, 
t [eCa tnp -2a m)gp 28 -28p -47 ]R. 
(12.25) 
上 式 方便 地 写成 
(a = L[5). (12.26) 


É 
R(z,t) = R(z)e* (Az) = 0(z)e*%, (12.27) 
代入 (12.25) 可 得 特征 值 方程 


eR + e [c — v — (a + m) ]R' — [ze 


3 _ 7 
2 tp elq n) |o 


+ fı 一 >e -30 - # — 2e2(a + m), — 3so2(a — n)$ |R 


g + | — v — (a — mp + 2 E: hp + [25 +elq+ n)p |R’ 


t [e(q + n)e; -2a + m)fp -25$ — 296 = 499°]R = 26, 
(12.28) 
其 中 ^= 4. € 乙 为 特征 值 . 
如 对 任何 a € 乙 具 有 正 的 实 部 , 存在 (12.28) 的 非 平凡 解 
(Rtz),6(z)), 奇 性 轨道 是 不 稳定 的 . 
方程 组 (12.28) 具 快 - 慢 结 构 , 慢 方程 组 为 
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ER =S, 
eS = -ef[c-v- latm)? ]S+ [2E + pelq-n)]o 


3 5 
Ë > e° 50 $t -2e?la + m)op 
-3e lq- n)$ -età ÎR, 
@ =, 


B= | [ec-y-(a-m)p 1250 9-|2 É re(q+0)e Se 


—[e(q+n)e, -2(a — 9-2 Ës IR 


r =bk(1- z), 
(12.29) 
其 中 变 元 r 由 关系 


k l-r 
确定 ,这 里 K > 0 充分 小 使 得 (12.29) 在 ;x [- 1,1] 上 属于 
CIL( 见 Alexander 等 [19] 引 理 3.1). 显然 如 >->+ co , H| + —+ co. 
由 于 引入 r 的 方程 ,使 系统 为 自治 的 ,因此 在 x『[ -1,1] 上 定义 
动力 系统 , 作 变 元 变换 > = eé, 得 到 快 方程 组 
R=S, 


$= -ele-v-(atm)P]S+[ F + peg n)G-[1 -2e 


z= ri t=. (12.30) 


5 2 
-ho'p - 26 (atm)po -3eo2(g — n)é — eA |R, 
10 =ð, 
= -e [e-v (amo +2 É pp - 2 69 -25s- e(q + n)oS 


-el(qgt+n)p— Na- mho- -28o — aro Rta, 
t=ek(l-r°). 


(12.31) 
以 下 我 们 证 明 存 在 X46 > 0, 如 141> 0, 则 1 不 是 (12.28) 的 
特征 值 . 如同 Alexander[ 19] 中 的 证 明 . 设 更 (A,r), O, (4,z) 分 
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别 表 示 不 稳定 从 和 稳定 从 ,有 如 下 引 理 
引 理 12.21 A € Q L 的 特征 值 当 是 仅 当 @_ A,r) N 
D, (1,r) 关 0, 对 某 rzE(-1 +1), RT 2 WELEH), 


引 理 12.3 存在 正 数 M Mafa < 于) 使 得 如 La I> M, 
1 argà | 之 一 6, 则 4 不 是 方程 组 (12.28) 的 一 个 特征 值 . 
证 ”所 
ylz) = o (z)/o(z). (12.32) 
考虑 (12.29),e 关 0, 作 伸缩 变换 
y= z|A|2,ŠS= S/a|2,@= B/IA|i, (12.33) 
则 (12.29) 变 成 
eR =S, 
2 2 4 pe(g—n) 
eS = ec (etm)p es, e? 一 - 
lal? la l2 


_ 2 2- ot- 92 -2e2(a + m)oo — 3ep2(q — n) $ 


_ en ， 


cy (a-m)? +2 2 f+e(g+n)p 
L. £— S/e 


p = 1 fai) n 
la]? lal? 


(q +n); 2(a - m)fo -2-20 -4yp 


+ ee, 


r =—(I- z), (12.34) 
2 


这 里 ”= £ 
y 
取 (12.34), | À |— œ 的 极限 得 


eR = S, 
ES = c e®R, 


0 =È, (12.35) 
= eeo, 
r=0. 


由 r =0 推 出 流 (12.35) 在 每 个 r 片上 是 不 变 的 .对 于 rzE [- 1, 
+ 1],(12.35) 右 端 的 特征 值 为 + ese 23. 如 0< 人 <2 和 1arg) 
I< r-6, 则 存在 两 个 正 实 部 的 特征 值 和 两 个 负 实 部 的 特征 值 ,对 
固定 r*,(12.35) 确定 的 流 在 GrassmannG2(C4) 上 具有 一 个 吸引 
子 . 它 是 不 稳定 子 空间 .由 此 推出 如 | a | 充分 大 , 则 流 (12.34) 的 
解 在 G,(C') x [- 1,1] 上 趋 近 于 这 个 吸引 子 . 因此 不 可 能 和 O, 
相连 , 由 引 理 12.2,4 不 可 能 是 特征 值 . 

以 下 考虑 不 稳定 流 形 的 构造 . 

设 为 含有 右 半 平 面 的 复 平面 上 -个 开 集 ,以 械 为 它 的 边界 
T = P. Ú PD, U r: 


Ti = lÀo + re: £ > Ü < yo < ri, 


x 
2 
D = |- r? + iri- Sr < ul, 
D = Jaa ENR. 
ào =- p? + ia’p, WME 12.3 所 示 ,3 RREK, T0 — 
lL) 门 ,0.(L) 表示 算 子 上 的 连续 谱 . 
$ Y= (R,S,0, 俏 ,) 和 .方程 (12.34) 可 写成 
M = M(A,r,e)Y, 
r= K(I - z). 
定义 渐 近 和 矩阵 M: (4,e) 为 


(12.36) 
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图 12.3 山 线 天 与 区 域 
M? (1,e) = limM(A,r,e). (12.37) 
(12.36) 的 渐 近 方程 组 为 
Y = M+ (1X,e)Y, 
r = 0. 
Evans 函数 (4,e) 定义 为 
EGE) = e JeMiaseds | y Y. I (A ze), (12.39) 
其 中 lel 表示 4 x 4 和 矩阵 的 行列 式 , Y,(A,z,e),j = 1,2,…,4, 表 
示 (12.38) 的 解 ,使 得 
lim Yj, z,e) = 0,7 = 1,2; lim Yj(A, z,e) = 0,j = 3,4. 
这 些 解 是 存在 的 ,有 如 下 引 理 ( 见 [201). 
引 理 12.4 ”对 任何 固定 的 < 和 A E 三 有 
(1)E(4,e) XF À 是 解析 的 ， 
(2)E(X,e) = 0 当 且 仅 当 X 是 一 个 特征 值 . 
引 理 12.5 “对 任何 es > 0,Evans 函数 E(X,e) 在 4 = 0 处 解 


(12.38) 


引 理 12.6 存在 su >0 使 得 当 0< e < eo 时 ,E(0,e) 关 0. 
É K 为 一 曲线 同 胚 于 S1L, 它 不 含有 L 的 特征 值 K, 为 K 所 办 
的 区 域 .可 在 集合 
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Ke x]- lU Kxí[- 1, U Koxi+1j 
上 构造 从 ,此 集合 同 构 于 S57, 如 图 12.4 所 示 . 不 稳定 从 的 扩张 记 
为 e(K), 它 具有 纤维 


贤 12.4 ”不 稳定 增 大 从 集 
1 (A),r =+1, 
U*(A,r),r € (—- 1, + Ü). 

引 理 12.7 ”第 一 阵 数 ci(s(K)) 等 于 在 天 内 的 特征 值 数 目 
(包括 代数 重 数 ). 

现 构造 快 不 稳定 从 e (K). (12.29) 的 不 稳定 从 是 二 个 一 维 从 
eK) 和 e,(K) 的 直接 和 .首先 构造 e/(K). 当 e = 0 时 ,由 (12.16) 
有 p=0. 

P+ p42 和 ?=2, 其 中 和 = L e = 0 时 ,(12.31) ER 

R =S, 

Š = (4 — o° - 4#")R + 20605, 

ò = 0, (12.40) 
ó =- 2 Šs, 

| P 

r 三 0. 

上 面 右 端的 特征 值 为 + V4 一 o — 862 和 0. 类 似 于 [5] 的 证 
明 有 
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引 理 12.8 FE e, > 0, 使 得 当 0< e < e1, MA z (K ) R. 
有 cile/(K))=0. 
现 构 造 慢 不 稳定 从 e,(K).(12.40) 具有 不 变 流 形 . 


M = 1(R,S,0,9,r):S=0,R= a 


GE R, C [-1,+1]. (12.41) 

当 4 一 p - 49 > 0 时 ,这 个 流 形 是 法 癌 双 曲 的 .因此 存在 慢 
方程 组 (12.29) 的 流 形 ML 以 O(e) iñi F M5 .同时 可 证 . 

引 理 12.9 存在 es > 0, 使 得 0< < e2, WA ey(K) 具 有 
ci(e,(K)) = 0. 

整个 从 为 Whitney 从 和 e(K) = (K) 中 ej(K). 令 e = 
min[e0,e1, el , 因 向 量 众 的 第 一 阵 数 为 子 丛 的 相 元 求 和 . 由 引 理 
12.8,12.9 可 得 

cile(K)) = cile(K)) + ci(er(K)) = 0. 

由 此 可 得 [20] 中 如 下 线性 稳定 性 结果 . 

定理 12.10 0< e< e;, 则 在 KK 为 边界 的 区 域 Ko 内, 没 
有 (12.29) 的 特征 值 . 

定理 12.11 参数 c,v， wa c,0Ó,y.a,q.,m,n 选取 得 使 p($) 


= ORRA p AT MEE eo > 0, 使 当 0 < e< 
eo 时 ,(12.13) 的 行 波 解 以 ot) EE (12.10) 的 行 波 解 . 这 个 解 
表示 (12.24) ,存在 0< si < so 使 得 0< e < si 时 , 行 波 是 稳定 的 . 


$ 13 Ginzburg-Landau 方程 的 环绕 数 上 界 估计 


考虑 如 下 的 Ginzburg — Landau 方程 


0 
+) MA (1+ iu) 0, (13.1) 
u(r,0) = ulr), rE R, (13.2) 
u(r + li) = ulx,t), x € R, > 0, (13.3) 
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其 中 wa >0,v,# 为 给 定 实数 . uo(x) € Li (R). 


ES f: 尺 一 …， 为 可 徽 周 期 为 工 的 图 数 ,1 站 = farr € 


[0,1] — ` ;MJ f We sa p & f 的 环绕 数 为 


二 | -eL 
ind,( f) = AN VE. pdr- (13.4) 


E H EEEREN H 9 R AELA Milben 空间 ,引入 内 和 


(u,v) = Ref uv dr, ul> (oa 
n 
fE F RRF 


o° 


u = 5 ue u; E., (13.5) 


j=7% 


它 满足 1 4 1 = > | u; 2 < oo. 


i$ A 为 闭 无 界 正 算 子 . 


A'u -5 | 2 ue”, (13.6) 
RP u 为 (13.5) FEX, s > 0 这 这 些 算 子 的 定义 域 为 D(A) = 
lu = oem 
注意 到 
|Ažu l=lu® = SU u DAS), mEN. (13.7) 


定义 Blu, v,w) = www " u = Z* .方程 (13.1) 可 写成 形式 
UEA 4 (+ Buu A) an = 0. (13.8) 
为 了 建立 非 线性 项 B 的 估计 ,我 们 用 如 下 Agmon 不 等 式 
| u l% = (sup | u(x) I} <I u llu, I+] u l. (13.9) 
对 函数 4 € C'(0. ERAM u = E)E 

lu l lu llu, l. (13.10) 
如 | udr = 0, W 

a 
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1(B(Caeyav)a)1 <l ur ll ua ll viž 
lullul (ivil v, I+ o 12), 
(13.11) 
类 似 有 
I(B(u,ui,ua),u) | Si uil us ll vl% 
SI upil usii vil v, I+ o 12). 
l (13.12) 
对 应 于 初 值 uo 的 解 ult) = S(t)uo 对 :之 0,S(Cr) 具有 了 以 下 性 
质 : 
(i) S(t)H C H,X} t > 0, lim S(t)uo = S(0)uo = ugs 
1 “0 
ug E H. 
(j ) S(z)s(s)un = S(t + s)uv,s,t 22 0,uo € H. 
CH) SC) 是 一 对 一 的 ,对 任何 上 > 0. 
CIV) 存在 常数 oo = pola,v, y), to = t0(a,v,p) 使 得 对 : 宇 
to S(t HEB= ju € H: | u IX pl. 
更 进一步 ,S()BSB,YVi 全 0, 可 取 o0 = 2Va .整体 吸引 子 
为 x = SC)B. 
吸引 子 的 性 质 : 
(a) .y 尖 0. 
(b) SG) = x,t > 0. 
(c) | ug IS pos ug € X. 
(d) lim Sup dist S(t) uo,s/) = 0. 


解 的 Gevrey REME: 对 r > 0, 考 虑 算 子 


u= > ujet T e? (13.13) 


le 12 = >) em | u; 2 < œ, (13.14) 
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D(enmd) 为 ez 二 的 定义 域 , 称 为 函数 有 具 参 数 r 的 Gevrey 类 . 它 是 一 
个 Hilbert 空间 , 定义 内 积 


T 4 
(u,v) = (e lu es, uv E DT), 
lal, = Cuu)”. 
1 
Su € DC ),Ë = 1,2.3,4,r > Ü. 


对 u, = ` uge 和 对 固定 > 0, + 


j=% 
U = 5 | ug | pT 2 pli 一 > ipe, 
J) = = ee a 
引 理 13.1 (Bau uu) 4), IS (B(g i, üz, us), 84). 


证 I (B(ul,us,us) u4): | 


H 


N ` * x 2rl2mni 
| Re imd U GURUB, jk- mtd. m? 


j= 
oo 
Qa. ， 
< > | Ul,j lI U2,k | | 3th E Ud, m | er em 
了 二 
` ~ _ ~ 一 - i . 
一 `> UR jtk mt, mEXp 22 (| m | 一 | J +Ë - m | 
J. m, Ë = = oo 
-1j 1-1k 1)) 
aa L _ _ _ _ _ 
< > Uju kU 3 jtkomt dm T (B(ui, io, U3), ü4). 
J im. = — oo 


从 (13.14) ll a; =i ulo | üg i= Au, | r> 0, = 1, 


2,3,4. 连同 引 理 ,(13.11),(13.12) 推出 
(Bluisuz,v) v); | 


Slul lul (Ivl, Au +l v ; (13.15) 
| (Blv, uisu), u), | 
1 
Şi url, ulel vl A l, +l wv 1). (13.16) 
定理 13.2 


存在 常数 o = o1(a.v ,py) 使 得 下 式 成 立 :如 果 
| uo | oo,ult) = S(t)ug, W 


` 185 > 


| eRe i (D I< 260 < t < 801⁄3 = tis (13.17) 


| e ult) I 委 2p0 > 8of[3 = ti, (13.18) 
其 申 选取 

0 = a Qa + Bo V 1 + p + l6o0(1 +“ 2)- -2. (13.19) 

证 令 p(b = (u,u)a a >0, 则 


4 1 


1 2 A A > a+ + + 
zeU) = (Au eA u) + al AeA u,e u) 


=—(Au,u)a — ((1+;n)B(u,u,u)a talu Z +a l A u 12. 
因 (iv ,Au,u)w = 0, 由 (13.15) 和 插值 不 等 式 可 得 


, 1 1 
LAHI Aula VTF us +t lulh lA? la 


1 
+aļulal Aula 
1 
VT tA 


+alu|2, + Je apa + lA3u12, 


因此 

PU) lata pl) +V I + pea) Apl). 
注意 到 假设 p(0) < pi, RÆ plt) < 466, RMA 
p(t) < 400(2a +a? + 800 V 1 + p? + 16o0(1 + 2)) = 8a? ok. 
选取 

a = (2a + Bo V 1 + p + 160301 + 12))2. 
这 就 证 明了 
3 


plt) < e(0) + Ba pht,t < a = t. 


现 取 p; = Š , 即 得 (13.17). 不 等 式 (13， 18) 作为 (13.17) 和 S(t) 


性 质 (iv ) 的 推论 . 
推论 13.3( 空 间 解 析 性 ) ”对 任何 uo € H, | uo I< po, 
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和 每 个 固定 t 写 吉 , 函 数 ReS(1)uo 和 ImS(t)uo 为 空间 变 元 的 实 
解析 函数 , 它 的 解析 半径 至 少 为 p1, 我 们 有 估计 


fe sReS(t) uo < n!2 oo ` ， 7 = 0,1,2.…, 
Vtt. 
£, ‘mS uo < nl2p001”, n = 0,1,2! 


证 ”这 两 个 估计 来 自 (13.18) 和 (13.7) ,为 得 到 解析 性 ,固定 


任意 s € (0,1), 6 n >1,%4 3.10) 得 
1 


d” ReS(iuo dti ReS(t)u, ? 


z. > -ReS(/)uo| 


< 二 


1 n 
< (n + 1)!2p0p12p1” < n!2e PNE °) . 
1 
对 ”= 0, 利 用 (13.9) 得 
| ReS(1)uo lo < (200) (1 十 5): 
1 


ReS(z) 的 解析 性 来 自 [21, 定 理 19.9]. 相同 的 原理 对 ImS(;)uo 
可 得 . 

现 考虑 高 阶 导数 的 强 挤 压 性 . 

定理 13.4([22], 强 挤 压 性 ) ”存在 常数 o, = pala, v, y) 和 
p3 = plav, u) 具有 如 下 性 质 : U uus 为 GL 方程 的 解 , B 
| u (0) | S pos | ww2(0) IS po. $ v = -如 , 则 如 下 断言 之 一 
成 立 : 

(a) v(t) ISI v0) | e,t > 0, 

(b) 存在 £ > 0, 使 得 

| A?v(t) I? < ps I vlt) lst — (13.20) 
进一步 ,如 (13.20) 对 上 = £ RL, WEHEN t > t 成 立 . 
推论 13.5([22]) WM uj, uz E.V, vi = u; — uo, 
| A?v Spl > |2. 
定理 13.6 存在 常数 pa = Cd Ai = tala, v, p) fs 
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以 下 结论 成 并 :如 ,ww 为 GL 方程 的 解 使 得 
L 
Le ul) IKR t0, ¿= 1,2 (13.21) 


和 

LAZU) PL oi vl) 12, (13.22) 
HF v= u- u, IWA 

| A olt) IS 2 vult). (13.23) 
ME 2⁄4 31 
v + (1+ n)Au + (1 + ip) Blui,uz, v) 

+ Blv, uy + us, ,u)— av = 0. (13.24) 

令 plt} = (v, uu, BGE a > 0, 则 对 az <o Ñ 


l ， A atA? 1 aAa? t 
F9(1) = (e ut, ei u) + al ATA y, erA3yv) 


=> (Av, U)a 一 (d + iu) Blusu uv), v)u 
—((l+ ip)Blv, uj + ua U2), U) 


上 
talvi +al Aiu lat- 


由 估计 (13.15),(13.16) 和 (13.21) 订 得 
; 1 — 2 1 
TG) +| A2wvw UPS lula uda | A3 7 la 十 | 9 12 ) 


= d 
+vl+z lurtulalusla(lula | A2ə la +l v 12) 
l 
2 二 
TfTalulaetalul, 1A2o1. 


1 > /一 一 
SI v la | A2v ly (12p6v 1 + uta) 
十 | v l (1200 V 1 + ye +a) 


， 1 
SRA) ot Ato 2 
rle RAM + | A?v | 之 


2 2 
十 | u I (1200 V 1 + 2 ta) at Sop. 
因此 
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p (z) << plog + u?) +a? t 2490 I + 2 + 2a) 
= olt) I + a2),a Ser (13.25) 
男 一 方面 , 作 (13.24) #l v HAR, (13.22) 推出 


lo = A?v |? — [O + ;u)B(ui,us, u), v) 
~- ((1+ ip) Buju t u2,u), u] +alv? 
/一 一 ， 1 
>- oz l v|? 120v l+ wC vull AY914120 12) 
>- l v 2 (os + 12p802 V 1 + pe + 12p8 V1 + ye) 
_ _ 2 
= 2 | > 12 ,1 2> 0, 
可 得 


lolt) 222 et | (0) 12. 
连同 (13.25) 得 


prta? vlt) 12 < eA ta, +a 2 | “9 É „at =Ç 01. 
选取 e = ~ | I o O 
a = max] Àl, yV Al, t = r = mim Fa” Ja’ /A = N 
. x 4; 


p4 = ata Aa 


| eA oG) |< eitti lolt) 1° 4] vulta) I’. 
得 到 (13.23) ,+ = to. 利用 对 时 间 的 平移 ,可 得 (13.23), 对 一 切 
t = to. 


附注 13.7 ”如 果 忽略 对 o, v 的 依赖 性 ,可 得 


po0 = O(a2), 

pi! = O(a), 

Pi! = O(a 2), 

py = Olat), a — oo 
ài = Ola?), 

À; = O(a’), 

oi! = Ola 2). 
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推论 13.8 设 ur, uo c A, u == Ui 一 u2, WA 
(i) tol, S2lvl; 
Ci) 1 o) |< 2nl lutnan = 0,1,2,7; 


C) 1 ov la nl" I vle An = 0,1,20 


2 | 
其 中 M = max aal + £) I: 
证 ”由 吸引 子 性 质 (b) ,存在 u. a, € .以 使 得 S(i1+ t) ú; 
= wi,i = 1,2. 由 性 质 (c) 和 定理 13.2, 我 们 有 
| A S(t)ui IS 201 Z t, í =l|,2. 
由 推论 13.5 有 
| A(S) a — S(t)u) |< p3 | S(t) ui 一 S(t)ūz l, tt 
由 定理 13.6, 即 得 ( i ),(ii) 易 从 ( i) 得 到 . 
(六 >》 对 > 1,JA(G13.10) #l( Í ) 有 
| ut |, < xŠ) 上 | yt E < 2(n + LD !ol2 04" lol 


a2)" 
<2nla(2) lul. 
对 n= 0 可 用 (13.9) A Í ): 
1 
| ú |< Slv 3 (| v | 十 | o, DI <] vy | (t + 2). 
因 | o ISI u 1, 这 就 证 明了 (省 ). 
推论 13.9 iuju € .v= u ~ u>, MA Rev #ll Im BË 
分 别 延 拓 为 函数 w Mv, CE 
m = |z € J: | Imz 1< à| 
是 全 纯 的 ,3 = C E 
|u (z) I< M | vls = M sup | vlr) i,t € xm, 
|u(z) ISK M iu li, = M sup | v(x) |,z € ms. 
证 ”由 推论 13.3 可 知 函数 Rev,Imw 是 实 解析 的 ,因此 ,它们 
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能 被 延 拓 至 rs LAERA GEE 13.8( 入). 为 得 到 其 他 的 断 
言 , 取 >Em, 对 ~w 作 天 氏 展 开 : 


| o. (z) | = > A Rev (Rez) "(z — Rez)” 
n = 
< (Mat vl) = M s. 
kuli 2 (26)? 


相同 的 估计 适用 于 v. 

现 考虑 环绕 数 的 上 界 . 

命题 13.10 Z o 为 一 函数 满足 命题 13.9 的 断言 , 且 函 数 
Rev 和 Im; 的 每 一 个 至 少 在 2 LRE m 个 零点 ,这 里 m 为 非 负 整 


数 , 如 果 
_ 0, log( M /2) rl. 
m 之 ma m = mo, 
_ log[ tanh 15) 


W v = 0. 
为 证 明 这 个 命题 ,我 们 需要 如 下 的 Schwatz 引 理 . 
518 13.1. BAR S EP m 上 全 纯 ,6 > 0 R. 
1 f(z) I< M, M >0, <€ x. 
设 z1,z2,…,z, E ms ASC) 的 零点 , 则 
| f(z) I< M' H tanh( zz — a) 
命题 13.10 的 证 明 . 设 v, 和 mv 分别 为 Rev ,Imw 的 全 纯 扩 张 ， 


E v 为 函数 w Ru Zrt, En Av 的 零点 ,m 之 m Mh 
Schwatz 51%, 


| Z = Ts. 


| vi læ = sup | (z) ISMI x =I sup en |z). 


< M(E ) u læ. 


lvu lo = sup( | Reu(.r) 12 rl Imu( z) [2)3 
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x [gis 
< M 2 [unh| Z.) ) ul, 

m > mo BÉ Z M 2 [unh[ 5 ])) < < 11. 于 是 v=0 在 2 上 ,命题 
得 证 . 

最 后 叙述 和 证 明 主 要 结果 ; 

定理 13.12 PF u € u,p € 

(i) 如 每 个 函数 Re(w - p) 和 Im(u - p) fE Q F 2⁄8 mo 
二 个 零点 , 则 xz) = p.z ER. 


- Mo 


(i) pă lul, Mj | Indplu) IS > ， 

证 ”显然 (| ) 推出 ( H). 

(i) 的 证 明 , 令 u € v AR Relu — p) M lm( z - p) 至 
少 有 mo + 工 个 零点 . 因 Re(u - p) 和 Imu — p) 为 实 解析 函数 ， 
peo S ni < z, < - < Emo SIMOS yi < y> << 
Ymp S 1 ,使 得 Ly Em l H Relu - b) 在 [ ris Em1] 上 的 所 


有 零点 ,wy 为 Im( u 一 p) 在 [yi;, Yma] 上 的 所 有 零点 ， 
选取 正 数 


£ < mini min (x=; 一 xj), min (yaa — y). (13.26) 
TS mp JË 


mg 


S ulr) = ulr), uxx) = ulr- e), r € R, GL JEES 
间 变 元 的 平移 下 是 不 变 的 ,我 们 有 uu € ¿Ku = u- us, 令 
i € 11,2,…,mol .计算 

Reo(z; te) = Reu(x; + 8) — Rea (.r,) = Reu(z; + e) — Rep, 
Rev( xi41) = Reu(r;,1) 一 Reu (x; -e)= Rep — Reu (x;41). 
H ewi € Lereni l Rev EDE en 一 次 消失 , 推 之 ,至 
DER Emo KÄE. Æ, Ime 至 少 在 0 N mo 次 消失 .由 令 题 
13.10 得 v=0, 即 w(x) = u(x- e) AEM e >0 满 足 (13.26)， 
因此 u 是 一 个 常数 . 定理 证 毕 

”192 ， 


$14 广义 Ginzburg-Landau 方程 的 离散 
吸引 子 及 其 维 数 估计 


考虑 如 下 广义 GL 方程 
du + vu, = Xu + (Y, + ¿iyi)u,a, — (B. + iB;) | u l u 
- (ó + ið) | u ltu — (A, + iA) | u Pu, 
— (u, + ipi) uu, (14.1) 
HP y, ,6, My 为 正常 数 ,i =v l.v, Yibo Biss, sOi Ars Ai pr 
和 jy; 均 为 实 常数 ,考虑 方程 (14.1) 的 周期 边界 条 件 
u(rt+1,t)= u(r,t), rE ，t>0 (14.2) 
和 初始 条 件 
u(r,0) = uor) rE i. (14.3) 
研究 GL 方程 周期 初 值 问题 (14.1),(14.2),(14.3) 的 空间 离散 


令 JEN,h= 于 ,近似 函数 ulr) € L2(0,1) X 


u = (uj uz, uj)” = (ufi pei Dy. 


(14.4) 
通常 离散 负 Laplace AF — A 是 周期 边界 条 件 , 用 差分 格式 置 


为 
2 — 1 0 ... ... — 1 
-1 2 -— + e 0 
2 — 
A = J'Aí = J; > _1 0 
-2 2 一 1 
-1 0 -1 2l 
(14.5) 
用 如 下 符号 表示 : 


1 1 l -1 
Ujr — (wt 一 uj) = zA Uj, Uz 一 zp n = uj) = z ô- Uj, 


1 
uj = AON uj.) = z (œ u, +A- uj). 
此 时 间 题 (14.1),(14.2),(14.3) 近似 为 
d tj + vu = Yu; + (y, + iYi) uz 一 (B, + iß;) | u; luj 
一 (ô, + ið; ) | u; ltu; 一 (À, + A )P(u r uj, uj+1) 
— (py + ii )Q(uj 1 OH) (14.6) 
1... 1 _ 
其 中 Phuju, w+1) = P (ui); = gpa uj — u$), 
Q(u ll ur) = wll u; 12); 一 Jula?) 


= [2 Uj+1 1 一 | u;-i |2) A O 一 zi， 


(14.7) 
u; (t) = uj (t), (14.8) 
u; (0) = uo( zj;), J = 1,2,…,J. (14.9) 


两 个 离散 复 周 期 函数 u, = [uj Lj = 1,…,J| 和 w= lo; 17 = 
2 | 为 
(usu), = Sua ， 
其 中 5 表示 vw; BJ 58 S a, 对 于 离散 函数 u, MERI k 阶 差 商 
ulk > 0) 的 模 可 表 为 


° Fi AR u |? 1 

| un Ilp = [> =s +)”. I< p< e°, 

| ur || o = max s: 
其 中 & > 0 为 任何 非 负 整数 ,p 为 实数 , 现 令 述 某 些 插值 关系 关于 
离散 函数 u, 某 些 差 商 模 在 [0,1] 上 


引 理 14.1 对 任何 离散 阻 数 w= |u j = 1,2,…,J| 有 


lu la Kida Gul s+ Hun lla)?, (14.10) 
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上 
和 su 入 Kaila+r Iun 2)2, (14.11) 
k+ł-4 
lata | < K, u, HA 


1 _1 
. (Õu, l+ lu |) 22 (14.12) 
其 中 Ki, K 和 K; 为 正常 数 与 离散 函数 u, 和 步 长 无 关 . 
2< p< s,0< k < n. 
为 简单 记 , 令 urla = Ha. = ISu il + 
| Uh il 3 uh il 下 一 I S un | + | Uh |! ,有 时 记 un Hu. 
引 理 14.2 ” 设 二 个 复 离散 函数 /= flj = lJi A g 
= |g; 17 = 1,2,…,J 1 满足 周期 条 件 万 = fj4j,g, = gpt 


J — 

Re2 G - fa) = 0, 
(fg;), = Jiri Ej = Jij» (14.13) 
(fg;); = fagz t Sag- 
(Fig) =- (feg). 

证 ”直接 计算 得 

J _ J J-1 
Re 人 flfin 一 万 -1) = Rel X Ff 一 Dff d 


-1 


Jl J _ 
利用 周期 条 件 > 万, 万 = D haf Ak 
j =0 j=i 
J I _ _ 
Re2 (fin = fi-a) = Re2 fia Z faf) 


J -一 一 
= 2 [Re(ff JU) = 0, 


(fg), = Hag - fæ) 


1 . . 
= g aga = fag +t frg; fie) 


= f gi + fag- 
类 似 地 
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. 1 Siji+l ~ &j-1 
(f,g;); = zp Sg = fig 1) = Íi 7 2h 
fa — f,- 
+ 2h KA 1 — +r1gr + Jfusg;-1 


J J J 
` NV 7 一 == `A aT Ki 
(f,gz) = Yaa = Ea a = Dra- Klan 
E j- J 了 一 J= 
=D 


j J 
、 
= 2 fg- ` 2 frag, = X fg - 27 fag =- (g). 
j=l J j=l J=1 


引 理 14.3 iZ y, Soa, >0,X>0 和 476 > (à, - uY, 
则 对 离散 系统 (14.6),(14.8),(14.9) 有 


[uc |? < e || 2 00) 12 + a0 -e™°Xx), Yt > 0, 


(14.14) 
| keD dr < ©, (14.15) 
1B + 
其 中 P= 2X + | 一 5 |， 为 天 当选 取 的 确定 常数 
证 作 (14.6) 和 的 内 积 ,得 
J 
EA 


-8X iu "oaa | u, lh 


j=l 


— Rej (à, + iÀ; ) © Pou- 1s Uj, uj 1 )uh} 


= Ref (p, + PEDS Q(uj r uj uj uh}. 
=t 


(14.16) 
由 引 理 14.2 
Ao _ 1 Va — 
Re2; wiuh = 7 Re >, u (u; ~ wh = 0, 
j= J=l 
d 
Red, PCy -iuj wn) ah = PRYE 一 u? -Dh = 0, 
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ReX Qu uj Uj JUA = TONE | uj l° 2( | Uj+l 1 
j=l 


-| uj 1 | 2) 一 Ui( ud u3) ] = 0. 
我 们 有 
J 
— Ref (A, tA) DP ujuy | 
2= 1 


J 
一 Rel(a, + i) A QU u ) uh : 
1 


J 


l V 
= +à, Im ò >. EP uha uj- ? |)— ge IMA (T)? (u -u 1) 
了 一 -1 
l A > f 
= gA Am (a, (ua) -uj 1) 
j> 


1 xa 
= (2, 一 pM (g) (us + u, 1)(u Uji T u, + uj — uj-1) 


j=l 
H ol u;otu ilu +u- | 
< (À, — PADS | u; l° 一 全 — T 
J ü I > L 
Saaf ` | uj | tetti ay u, | 
J- 1 :| 
af L uj 十 u;- b? 
<ZA ly iy h Flua l? 
2 J 2 
SS l uj lh + s |a, 12, (14.17) 


2: 
中 ajbi = ! À; 一 J; |. Young 不 等 式 


F: 
cor E] 1 
fe p p] l, 


' fgse >0 (14.18) 
和 周期 函数 性 质 已 在 不 等 式 (14.17) 中 用 到 . 
将 以 上 估计 代入 (14.16) ,选取 a, 和 b, 使 得 
a=27,- bt >0, B= 2y,-— al > 0. 
我 们 有 
d > J 
q lel? Slul? al +28 1 uih 
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J 
- B$, lu h. (14.19) 
j=1 


因 
-Blu l +28 lu t + 2 l uj; l 
1 
i 
=- phi u k — 1) -| u If 
pty 
rt 
+ Í rg tay) u = 2y lag l? 
<~ (I uj 1? - PY + P? -2y | uj? 
< P? -2y lu l, 
其 中 


2 
ea) 
P= 2y + - _, 


J (14.19) 可 得 
Sul?+2xlul?+tal wl? KP. (14.20) 


由 Gronwall 不 等 式 , 可 得 (14.14). 从 (14.20) 和 (14.14) 可 得 
(14.15). 这 就 证 明了 离散 系统 (14.6), (14.8), (14.9) 整体 解 存 
在 性 . 

推论 14.4 在 引 理 14.3 下 ,| uol < R,R > 0, 则 存在 离 
散 系 统 (14.6),(14.8),(14.9) 的 整体 解 的 存在 性 . 

引 理 14.5 ”在 引 理 14.3 条 件 下 ,存在 不 等 式 


ud ty luas KEA + ud), (14.21) 


其 中 常数 E 与 离散 函数 u, 和 步 长 h 无 关 . 
证 (14.6) 和 zz 的 内 积 取 实 部 ,利用 分 部 积分 公式 可 得 


J 
F g lia MAy Nus I? = g Mea Rel G +) 16 Puihi! 


J 
Reil ADN 10 H iah | 
j=l 


J 
+Rel (a+ aD P(u stl; sw) “Th | 
j=1 


J 
十 Re| (po + im) QW-1,t ,tl ih | : 


(14.22) 
由 引 理 14.2 ,我 们 有 
J 了 
S, lu una =- (l u uj) ita 
1=1 1=1 
J H J 
2 2 —_ 
=- 2; lu llu PA- 27 lu 2 l us PA- D ujujat, 
=1 j=1 j=1 
L J 
| u; utash =- X uj ltu) Zh 
j=1 
J a 
=- $ lu ho X uja u 4-1 u uA 
j=1 j=1 
J J 
=- Š) lay l? | u Ph- XO usi 2 +l uj 2)us u, 
j=1 j=1 
X (lui É —1 u; I)h 
J 


` 4 2 2 4 2 
-ÈO wal +I uja IŽ uj 2 +I uj 1) 1 ual 
j= 


; 
- 2 (l ujal? 十 | u; (Juun ah, 
j=l 


因此 

1 2 2 < ` 

T S llul +y lu, 2< yllu 2 - 8 > 
j=l 


X (l aja É +I y P) J| u Ph 


+/ Ë TRY | ajay llu l| wr A 
j= 


2 ` 
-6, L wya +l ga 2 la PH u, $1 u, h 
J= 


WERL ia lag È) aja lla I wye Ph 
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J 


+T VG, = O + Q, 一 AP (luar H ga D) l ua llu lh 


j=l 
_ J 
+ E+E, lu II ga IHi ya l) l e l uxz | h. 
j=l 
(14.23) 
应 用 引 理 14.1, 


Wulo < Killu l3G(la l t la 3, 


J 
Sd uj+l 12 十 | uj 12); Uyy Ch 2l au lz u, || ° 
j=l 
<2K illul (Hull + u Ou l? 
SClu + Ma OSC ulle u lA. 
(14.24) 
类 似 地 


J 
> | uje lluy ll wr h < C( | u 2 + | Uz l, 
j=l 
(14.25) 


J 

NI 4 2 2 4 
(Nun | 十 | wl lul +i ul ) | wj zh 
m. 


lalslu W? CO usl? ult, (14.26) 


2 (lu EI u I) uja llullu h 
jel 


KCl u ll? ute, (14.27) 
了 
之 [u iC wijs l+] nl) lw ll ualh 

<% | 2 1 sh ， 了 2 

< uz | ty a LC aja +l ajal) | wi Ih 

r j1 
一 y, ! 2 ` " x 
SF luas” + C(Hlu H ua). (14.28) 


将 (14.24) 一 (14.28) 代 人 (14.23) 可 得 (14.21). 
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d u M+ luas EA + u 
引 理 14.6( 一 致 Gronwall 引 理 [2]) 设 g,h,y 为 三 个 正 的 局 
部 可 积 函 数 于 [10, om) ,使 得 y 在 [ro,co) 局 部 可 积 , 它 满足 


d ` 
J Ley th, > to 


[kods Sanf hds < az yG) < asst > tos 
其 中 y ,al,a2,a3 为 正常 数 , 则 有 
y(z + r) < (2 + az Jexp(a)), Vt to (14.29) 
引 理 14.7 ”在 引 理 14.3 条 件 下 , 没 || uo l7 < R,R >0， 


则 对 离散 方程 组 (14.6),(14.8),(14.9) 的 解 有 
laut iud 12 < E, (14.30) 


[O lus) d SEn Yr >0 — (14.31) 


其 中 常数 E2, E 不 依赖 离散 函数 k APERA. 
证 ”由 引 理 14.4 和 (14.21) 我 们 有 
E hal KEA lu,122<2E(1+ ful). 
(14.32) 
由 不 等 式 (14.15) ,| | Mde < ai. V 之 1 应 用 引 理 14.5， 
Sg =y = 2E; || ull? h = c, 因 此 
ult tD S (a, + c)expa r t 21. (14.33) 
当 0 之 1 之 1 时 ,由 (14.31) 和 -一致 Gronwall 引 理 ,我 们 有 
| u(t) 12 < cefo l uC lie tO2. (14.34) 
AIE, M (14.32), (14.33) 和 引 理 14.3 可 得 (14.30), 推出 
(14.31). 
引 理 14.8 ”在 引 理 14.7 条 件 下 , 设 || uor 12 < R.,R >0， 
则 离散 方程 组 (14.6),(14.8),(14.9) 的 解 有 
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Wu)? Hult) 12 + w(t) ?< Es, 
(14.35) 
其 中 常数 E, 与 离散 函数 u 和 步 长 A 无 关 . 
证 ”首先 建立 不 等 式 


S luas Nr ul? C+ luat) 19, 


(14.36) 
事实 上 , 作 (14.6) 和 uzo 的 内 积 , 利 用 分 部 积分 再 了 到 实 部 得 


+ luas 2 + yu = y || u, || 2 
一 Re| (8, 十 iB) Y | u; l2 lzh | 
j=1 
J 
一 Rel (ô, + ið) >， | u; liuh | 
j=l 


J 
— Re| (p, + i) 2 Quya s un ) ah |. (14.37) 
由 引 理 14.2, 可 得 


J J 
2 2 _— 
>! u; | uu sah = 5S uj l“ u;) ilirih 
j=1 j=l 
L 
= SII uj ujn + (uj) us J oe 
j=i 


/ 
` 

= > (I uj zuj + up (l u; 12); 
É 


+ (l u; [aur +| uj use] ah. 


类 似 地 ， 
> | u; 14 uju zh = SG u; 14 ) =u + uzt | u; 14), 


j=1 
+ (| u; | Data + u; | ulus, 


J 
SP 1s lj, uja Vazh | < 5 L y SG, (u? ); ) jaah | 


=1 


1 ç _ 
SF wa) + Wal) ll a lA 
l 


Jj 
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<“ urma || + c | u; || ， 


(14.38) 


Í 


PEU loju wr) th | < <| Sd u; | 2); 


~ 


FEUD: | t Urzh < = 了 | Ujrir l2 +cl Ujxx | >， 


(14.39) 
这 里 | zzl = jus = wi( 周 期 情况 ). 因 此 从 (14.37)， 
(14.38),(14.39) 有 


1 d 
7 gp ua |+ y luz 12 < SIED [2) ,6 


十 uz (l u; 12) 十 (| u; |2)= +! u, |? ujrzy u; h 


li 
+ c>) II u; 14) zu; + ul ! u, 4), + (1 u; (4) zur 
j=l 


+I uj luj] ua Ih + Ey, | ig |2 + el uz |2. 


(4 40) 
由 引 理 14.1, ulo < (Ju 2 + | U yx |2)2 lu, Iż 
Kelt Ü| un l|? )2, 


H llul. Sc, RNE 
J 
> IEC u; 12) =u; +us(l] u 12), 


J=1 
+ (tub) +l u; 2 | ass | Jch | 


j=l 


<e ups lG u Ë +I uj I) ja I+ ll uaa L) 


+C ie +1us Hl ug dl u) las l]|lass lh 


c+ usl? + lulh, (14.41) 
d 

DEO w l) + uC u; 1t), 

J=1 


4 4 
+(lu I) 十 | uj | tzl Uh | 
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< € | urr | (| uj | 十 | Uj+l | 


J 
NAT 
zol 
+I uja DIH! u; (1 ujr |t| wjz 1) 1 uz | h 
Get [uz | + Taal). (14.42) 
将 (14.41),(14.42) (RA (14.40) 可 得 (14.36) 


本 l Urr | 2 + yY, | U rir | 7 < Es(1 + | Urr l 4) ? (14.43) 


其 中 E, 为 绝对 常数 , 则 从 引 理 14.6, 不 等 式 (14.31) 和 一 - 致 
Gronwall 引 理 ,可 得 不 等 式 (14.35)， 

现 证 离散 整体 吸引 子 的 存在 性 及 作 其 维 数 估计 . 

定理 14.9 iy >0,8, >0,y >0 和 47y8, > (A; uiy, 

_ 
则 对 任何 初 值 在 C PF,C = C x C x… x C.C 为 复 系数 集 合 ， 
离散 方程 组 (14.6), (14.8), (14.9) 的 解 整 体 存在 . 进一步 , 如初 
值 uo 满足 
| uo ll < Ro, Ro > 0， (14.44) 


2 


则 对 ç > P. = 5z 14.6) 的 解 a(1) B. u(0) = uo 满足 


ul) <o, V > To = ! log Ri z. 
2% (M-T? 
证 ”不等式 (14.14) 推出 (14.15). 
定理 14.10 ”在 定理 14.9 条 件 下 ,存在 半 流 (4.6) 关于 模 
上， 二 的 整体 吸引 子 . 这 个 吸引 子 位 于 B(0,Po C C! 中 ,其 中 
B(0, D) 表示 以 O € C! 为 中 心 , Po 为 半径 的 球 . 
定理 14.11 WEM 14.9 的 条 件 下 , 初 值 uo 满足 


(14.45) 


luola Re, Ro >O, (14.46) 

则 对 P; > DP, = (aí + 2E,)2 (expa)? a; = HIP + (2x 
+ 1) 3] 离散 方程 组 (14.6),(14.8),(14.9) 的 解 x = ult) 满足 
lulz) il H S Ti Yz >r] = maxi To,2}. (14.47) 


半 流 (14.6) 在 模 | l 下 具有 整体 吸引 子 , 这 个 吸引 子 位 于 
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BO, DD) € Ch, BO, D) 为 以 0 € C Api, r 为 半径 
的 球 . 
证 ”从 不 等 式 (14.20) 有 


1+1 
lulet DN ac) M? + gf lut) 124: 


+ af (7) 1 d: < FÈ. (14.48) 


由 定理 14.9, 
lu) l < Pa, Yt >To, (14.49) 
因此 | I eC Nar Ka = ELP? + (2x +DIS]. 从 (14.33) 
有 
lult + DI <T, = la t 2E,)?Cexpa)?, Yt >l, 
(14.50) 
因此 不 等 式 (14.47) 成 立 ,定理 得 证 . 
类 似 地 ,从 (14.21),(14.43) 和 一 致 Gronwall 不 等 式 可 得 
定理 14.12 REM 14.9 条 件 满足 , 且 初 值 uo 满足 
-d uol a < Ro, Ro >0, (14.51) 


, I? +2E/ (1 + I" 
则 对 ra > DP, = (a+ 2E;)lna, a> = 一 | D) 离散 


方程 组 (14.6),(14.8),(14.9) 的 解 a(z) 满足 

lu les, YBL. (14.52) 
半 流 (14.6) 4k | 1 中 具有 整体 吸引 子 . 这 个 吸引 子 位 于 B0, 
D) € C 中 ,这 里 BO, r) 表示 以 0 € C 为 中 心 ,T 为 半径 的 
球 


现 来 估计 整体 吸引 子 的 维 数 . 

考虑 (14.6) 的 线性 化 方程 
ių + voz = yo + (y, + iy;)us — (B + iB) | u o + uo) 
— (6. + i X(3 | u o +21 u Puo) 


-= (à, + aD Euu?) + ON + “23 
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— (m + ig) u | 各 - T 02) + (vu + uv) — (wm) 远 | ， 


(14.53) 
v(0) = vo € C, (14.54) 

其 中 = S(t)uo 为 问题 (14.6),(14.8),(14.9) 的 解 . 令 
Q(i) vo = Q(tuo, vo) = v(t), (14.55) 


由 半 流 (14.53) 在 C! 所 确定 . 
由 标准 的 方法 ,能 证 Q(z) 实际 上 为 S(z) 在 点 zx E C! 上 的 
切 映 照 ,事实 上 有 
命题 14.13 ”对 任何 上 € R, 
| S(t)uo- S(t)ur — Q(tuo)(uo— ui) | 


i 0, 
0< hug-ul<e 

(14.56) 

sup, | Q(z;uo) llop < °. (14.57) 


对 任何 /LE N, $ v(t) 表示 (14.54) 具 初 值 (0) = 
ED c H° 的 解 . 则 由 已 知 方法 已 ] 给 出 
uPD) A vO) A A vP) Lai 


=| ED A eA .A ED aee(| Rerr(F'(a(e))Q,())ar, 

| (14.58) 
其 中 我 们 已 写 (14.53) 具 形 式 

v, = F (u)v, (14.59) 

这 里 Ql) 表示 H! 正 交 投影 于 P(r), e(r), vC) 所 
张 的 子 空间 . 

设 g(r) € (k EN) XEXE, EER A, 即 (14.5) 的 特 
征 向 量 .我 们 有 

ReTrF (u(r)). Q(r) 
= Re (ulr). Qro, go )p 


K=1 
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{ 
X Re(F (1u) 9 , pt) ) 
K=1 


li 


S Rel F (a) gg) + Re((F (u)p™) p®), 


(14.60) 
Rel F (up p ®) = y | et 2 - y | gt |? 
— Re(B, + iB)(21 u Po + u? t, p) — Re(6, + ið;) 
(3l u lpt +2] ul? upt, pt) 


— Rely, + ii)(] u Ip% 一 Lap” + (gP + ug™ )zu 


D) < (k) 2 (Ë) j 2 


yle - y, || p% 


-28X Ý iu 21 Pht SETEN Ý 1 


k=l j= k=1 j=1 


"| pP Ph+ (2. / 62 + Ə2 -38)Š1 V gD Ph 


k=l ;=1 


L J 
一 Re(à, + iÀ; ) > 2 (uju lp X + uja pou p 


k=1 j= 


+ wiph yu, pH ]h ~ Re( p, + iz; D S [2u tus | et 12 


k=1 j=1 


_ a 9 


一 — 
- uj+1u; (p; ) + jap + ugo) guj + (ur1 pE 


+ Ujzr pf) Pu; 一 (u; jr1 9 十 upt) Yu; pP lh, (14.61) 
其 中 


J 

2 lu Plg PhS lulh l 012 

J 
| u; 14 g PhS lulk |l p42, 

j=1 

uju pe) )2 + uj mp Epe + uu gt ei) lh 
2|u l. luz] | pt l3 

+ lu lh(e lg? + 2 1012). 

E€] 
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El > 0. 
L 
|D uju | Pj (o |2 h| + | De )27 | 
j=l 
<2 ulod us ll | got E š, 


J 
rS GO 
| Dg t upe + ph + ug p) Pu 
j=l 


(k) k 
= (uja pi + usp H ya o, lh 


< 一 


3L u Nè (ea lg 12+ zE (912) 


+ jujlla] | g® lli], e > 0. 
再 由 引 理 14.1, 


Togo ec od + oo) ol 


<ç Ci | et) |? + s3 | et) l 2, g, > 0. 


lal. Clad + Hul) ilui? 
因此 从 (14.61) 有 


Rel F (u), pH) l p -y | p || 2 
+Y E+E ua 2 | t 2+2, oto 
-36 | il u l8 | ge lr /22+22[2] a l. Il u I 
(Cilp 3+ e3 | pD + I u 2 (ell et 2 
r IoP NOt FRIR] u la Iua cl gh? 


- 1 
< Cll ull 


tez ll pg 2)+3 l] u i2 Cez ll e$ 1? + 和 p® || 2) 


+3|a lalu; ECC e 12+ e; lo II< Iy, 
-VAF HACE llu la llug l| tei diu ll? 2 
'Q2eslal< || ug I| +3e Il u I3 3e3 lal lw)] 
“ow +k ulat lulat 20012. 


(14.62) 
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Rel F(u), oP) < 一 : [e] + kal liu Ilp 


+ aulo P |, (14.63) 
Re((F (u)! ), p) = Jan y | gE || 2 O) |! 2 
— Re( 8, + i8;)((3 | u l? gE 4 en), p”) 
— Re(6, + ;6,)((3 | u le q 2 | ulu’ 2) pe) 


— Re(À, + a) (TP);), 十 Cup P) p) 


~ Re(p, + j )((1 u 3g), - T ((u2) 90), 


- (Gat up iu), Uug) p), (14.64) 
其 中 (31 uj p% + aY =3lua PoP +31u Ref + 


Pir 
“ha t pP + (aD). 9), 
(3lu te) q 21 u p u? 9 六 = 3| wu lep 
k) < 
+3] u lto! +2 | ur i ud pE + 2(1 uj | tu?) p, 


e ZR u?) la —. 


LR Ua + pP (3);], 


~ 


[Cupit a u; h = = (upi), + (Cupi ) g. 


h uj eP Je =] uj pP +l 人， 


£ 2 
Mah 95], = Eao H Rgt, 


(k)— 《AN 一 人 ) 一 s) 
[p u; + u; Pi sui], = CONTAS F uj ER 
(k) 
+ (pj i + u pi Viruj, 
(一 1 — 一 一 
Upit Da) = ujpa + (Wp) a, 
了 


4 一 2 2 2 
lu; |+ = (1 a| +tlu l) lu l3 


z 


= (| Wj+l 上 十 | u; kau 十 ujt), 


(Ë) 
Cuje; );, = Ca 十 KN 


= aga (k) Ë 
wrap + upi + upi, + warp hl 


| Re(B, + iB)((31 u lz et) + Sal agtt) 
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<V E + ELA u h p3 i u lo i ua Io 

(CH ot 2+ Il g®12)], 
| Re(6, + i; 1 u tel) +2u | u PEE) p) 
<V + RISI u lh leE NAW u u ?+ oe 3], 


Re, + AD [[2 900); + eT) 


SVENI ulo wd + la O et 2 + | e 12) 
+3 ulla lla í Ü | ge ?+ als oE # e 21] 


KVA? HACO u lo luas] +31u l| us lo +Z lu 12) 
“| ot? +e lu l? 2012] e >0, 

| Relu, + i )((1 u Rp), — Lig), 

- (PT + up a), — (ugt ) ia),, 250) | 

SV 2 + kil ll gt [2+3 Olu ie us |+ lu 12) 


| PID +2l le lolg® ?+ Bul 
gP + lol)+2lul (es pt I2? 


tak ot) +a us lo lp 2 

+ Mulo lus lO g”? oh?)] 

SVET lhl AFON oal ela)] 
“ow M+ 2s hulo lE MAZO ulo Nus la+ u l2) 
tag lalh] ee 
M (14.64) 可 得 

Rel (F (udp gP) y oP? y, ioH I? 


teaV AF +AT |I u lla + 2es ll u 2 Val e gt 2 
tka lu llot Hurl + ulot ugl) 
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»Ê5 >0. 


(k) 2 (Ë) 上) 2 


(le + || g 
于 是 当 ey ,es 充分 小 时 ,有 

Re CE Cag) pH ) SF gE +s Il u le 
(k) | = 2 (Ë) | 2), 


(14.65) 


(ilg + || g% 


从 (14.60),(14.63),(14.65) 可 得 


i 
27 Re(F (u), ey 


k=1 


- > | e I? + kellu |l n > | gO ?2+ J ee |2) 


m = 
aian lal ií + ST (14.66) 
k=1 k=1 
其 中 à, = J24sinz ==, k = 1,2-- | 2 为 矩阵 A = J2A, 的 重 特 
HW. FE 之 三 ,x € (0,3 | B (14.66) 可 得 
` ; (k) (N 4 up AW 
Sreco e c bn [2 Ye) 
[4] 


~ 


+ ke || u |l æ +21 <- 64y, 2; kt + 2ike / Es S~ 647, 
k=l 
AfL _ Y > -ZŁY 
6 (3 1] + 24 Es < zz 


-aa 
[z] +40 £) - 80 A + sofa- )- 32), 


其 中 9J < 1 < 0,J,0,,0, > 0. 因 此 如 选取 


I = l = | F t sh? + 2 |, (14.67) 
o= nti teneuo gaca 
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H [T] 有 
dyl) SJosdrC4) < 2Jo, (14.68) 
其 中 dd) 为 吸引 子 A; 的 Hausdorff 维 数 和 分 形 维 数 ,于 
是 有 
定理 14.14 EEM 14.12 的 条 件 下 , 离散 系统 (14.6)， 
(14.8),(14.9) 的 整体 吸引 子 :74 的 Hausdorff 维 数 和 分 形 维 数 是 
有 限 的 , 即 (14.68) 成 立 . 


$15 ”扰动 的 三 次 一 五 次 非 线 性 
Schrödinger 方程 的 稳定 性 准则 


研究 如 下 具 扰 动 三 次 一 五 次 非 线 性 Schrödinger 方程 
iAt = (1 + #a)A,, + iebpA + (1 +ied1)1ALA 
+ (a + ied) A A, (15.1) 
其 中 0< e < 1, 其 他 参数 是 实 的 , 且 是 O(1)， 
(15.1) 的 孤立 子 解 为 
A(z,1) = Alre ™. (15.2) 
再 寻求 如 下 ODE 的 异 宿 和 同 宿 解 
(L+isa)A + (~ w+ ib)A +(1 +d) i AA 
+ (a + id.) | A IA = 0. (15.3) 
对 于 (15.3) 各 种 形式 的 解 ,包括 波 前 (细节 ) ,光亮 孤立 波 ,黑暗 孤 
立波 等 已 有 许多 研究 , 对 于 光亮 孤立 波 是 存在 的 , 当 (15.3) 的 解 
对 于 | A | =0 是 同 宿 时 . 当 e = 0,w > 0 时 ,这 个 波 可 表示 为 
2 4 I _ 816 
A O) I+ 1 Toha Vas) 30 (154) 
这 里 we<0,0 委 8<1 对 es >0 解 的 解析 表达 式 也 存在 .这 一 节 
我 们 研究 对 一 切 s 实 0 光亮 孤立 波 的 存在 性 及 稳定 性 . 
我 们 有 如 下 结果 : 
定理 15.1 设 0<s<1;0 委 8< Lo = di. 
dè = qé Aub ~ Ag (d -Foa + Ole), 
A= | A(x)dr,A = TAa =- ACE - 2): 
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1 x dwAa, Ñ l ) 
a > 0,dy -Foa < 0,0 =- e(d- zea ]< 0. 


如 0 > 0” > , 则 存在 一 个 稳定 的 实 特 征 值 和 一 个 不 稳定 的 实 特 
征 值 ,它们 均 为 D(s). 如 0 > > p` , 则 存在 二 个 稳定 的 实 特征 
值 和 零 不 稳定 特征 值 ,它们 均 为 Ol). 更 进一步 ,除了 在 零 处 重 
特征 值 外 , 别 无 其 他 特征 值 为 O(e). 

定理 15.2 REM 15.1 的 假设 满足 ,dr = dr? (a,b,d;， 


w * Jdi = la 一 A40 一 Aus (ds 一 zea) + O(e), A; = 
Do ; A; 8 
[A (rdr, A4 = TAa 一 一 g (ha 一 1). 对 于 任何 


N>22 存在 一 次 无 穷 序列 lol, A lim o = w% , 使 得 当 
w= wor FE (15.3) 的 N 脉 溃 解 W b < 6b*,b* 


JwA, l 
- a(d: - Faa) < 0, 则 N 脉冲 解 是 不 稳定 的 ,存在 至 少 N 


个 不 稳定 特征 值 .对 于 固定 a1,4di,d; 的 稳定 性 图 形 如 图 15.1. 


w 


N d 
— 
— 


不 稳定 ~、 


为 了 证 明定 理 15.1、 定 理 15.2, 我 们 必须 做 许多 准备 工作 , 首 
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先 分 析 Evans 范 数 的 结构 . 
作 变 换 A -> Ae™ ,(15.1) 写成 行 波 坐标 Z = x - ct 可 得 
iA, = (1 + iza )Az + icAz + (— w+ ieb)A 
+ (1+ id) | A FA + (a + ied.) AIA, (15.5) 
其 中 A 为 变 元 (2Z,t) € R x R' BRK, S A = Al + :A;, 
WA =(Al,A,),(15.4) 变 成 方程 组 
JA, = (I + saJ)Az + CJAz + (- wala + ee 门 A 
+(I+ediJ) | A VA + (al; + ed,J) 1 A ŻA, 


(15.6) 
这 里 hA 2 x 2 HH SERBE, J AEREE 
Ü.) 
1 0 
上 述 方程 组 可 写 为 
JA, = BAz + CJAz + F(A,w,e), (15.7) 
其 中 


B = I+ea,F(A,w,e) = (— æl, + ebJ)A 
+(I, +ediJ) | A 2A + (al, + ed3J) | A ËA. 
设 A 表示 (15.6) 的 光亮 孤立 子 解 , 当 c = 0, 已 知 它 是 存在 
的 , 当 e = 0 时 ,A = (Ro,0)7, 这 里 


$(2 dw _ 一 = Lo 
RTV PTT 3 (15.8) 


对 波 线性 化 ,可 得 特征 方程 
BA” + DFa(A,w,e)A = NA, 


HB — JLA = 4A ,这 里 
-JL =- J(B22) + DFA(Ã,w,e). (15.10) 
按 惯 例 计 算 表 明 算 子 -JL 的 本 质谱 为 
al- JL) = IA € 72:4 
=- e(a7”— b) + (22 +w)i,) € R}. (15.11) 
因此 ,对 s >0, FF - JL EREK > 0) ,本 质谱 位 于 复 平面 的 
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=- d 
= (15.9) 


左 半 平 面 (5 < 0). 

假设 15.3 参数 a,b 使 得 a >0,5<0. 令 Y=(A,4), 特 
征 方程 (15.9) 可 写 为 一 阶 方程 组 

Y = M(A,Z)Y, (15.12) 
这 里 M 为 4x4 块 矩阵 : 
0 h 

B(A] - DFa)(A,w,e) 0 
对 A CO = C No (L), ffftER HC 685. Y A, Z) A Y: (A,.Z), 
i 二 1,2, 它 为 (15.11) 的 解 满足 

(1) lm | Yi, Z) 1= 0,Y'(A,Z) = (Yi A YA, Z) #0, 

(2) lim | Y¥(4,2)1=0,Y"(4,2) = (YI A 73)(4,2)#0, 
Evans 函数 定义 为 

E(A)= (Yt A YSA YA A Y5)(A,Z). (15.13) 
H Abel 公式 知 EO) 与 Z 无 关 . Evans 函数 使 得 对 人 € 0 它 等 于 
FHEANN a 为 一 个 特征 值 ,由 于 (15.1) 方程 的 不 变性 , (15.9) 
的 两 个 解 当 和 = 0 时 为 4A= A,A = JA Ñ 


M(A,Z) = 


(1)Y:(0,Z) = 对 (0,Z) = U , (15.14) 
(2)Y>(0,Z) = Yš(0,Z) = V;, (15.15) 

其 中 
= (A,A DV)T,V = (JÀ, JAY". (15.16) 


#H FEIJE Evans 函数 的 渐 近 性 质 . 

引 理 1$.4 (15.13) 描 述 的 YY(0,2Z) 和 YY:(0,Z)， WAER, 
则 E(2) < 0,) 一 oo. 

证 ”无损 于 一 般 性 ,可 设 。 = 0, 即 此 结果 如 对 es = 0 是 成 立 
的 , 则 它 对 0 委 s 迄 1 也 是 成 立 的 . 设 1ER+, 令 Y=(P,Q)T 在 
(15.12) 中 , 置 S = /AZ,Q = va1Q, 令 1 一 co, 则 (15.12) 变 成 自 


治 方程 组 f 
(8) oU o) =i 
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上 上述 矩阵 的 特征 值 为 y( 二 1, +0,7 = 十 V2, 因 此 存在 二 维 不 稳 
定子 空间 和 二 维稳 定子 空间 , 二 维 不 稳定 子 空 间 由 {(7Y，- >,1， 
0)1,(y,y,0,1)7] 所 张 成 ,二 维稳 定子 空间 由 1(y, - y,0,1)7, 
(一 7, 一 7 了 .0,1) 所 张 成 . 
S e 人 e, = e; TE MCR) 不 稳定 子 空间 中 可 由 向 量 
Y(t oo) = (y. -7,1,0)7 A (y.7,0.0)7 
= e2 T eu + Yeu = Yeza — Yer + ez 
所 表示 , 而 稳定 子 空 间 可 由 向 量 
w+c)= (y, - y, - 1,07 A (- y, - 7,0,1)" 
= — j2 — Yejz t Yey ~ Yen — Yen — 634 
表示 ,注意 到 
Y“(co) A Y:'(+ co) = 一 2. (15.17) 
当 = 0 时 ,对 任何 圈定 Z ,不 稳定 子 空间 和 稳定 子 空间 均 可 
由 癌 量 (R'0(Z),0,R"0(Z),0) 7 和 (0, Ro(2Z),0,R'o(Z))T 所 张 
R, E Y0) = lime ”2Y*(0,2),Y(0) = lime/2y°(0,2). 
(15.18) 
利用 Ro 的 表示 可 知 


Y“(0) = Jim e YZ( Re(Z),0, RGCO),0)T A (0, RotZ),0,R'o(2))T 
= p(w ,0,w,0)T A (0,.1,0,/o 1 
= jp(V we + weg — we 十 eles), 
其 中 = Š op Ea. 
# wa BE 8 3 Q 
类 似 的 计算 表明 
(0) = lime(R(2Z).0,%(0),0)7 A (0,R.(Z),0,R1(Z))T 


= pl- Vwer + wels — we 一 wea), 
Y*(0) A Y:'(0) =- 4o2 p’. 
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Hit 15.5 当 s = 0 时 ,Evans 函数 满足 E(0) = E0) = 
E7”(0) = 0, E® (0) < 0, 进 一 步 有 FU) < 0,2 > 0. 
证 ”直接 计算 可 得 . 
现 考 虑 es > 0 时 ,E(4) 导数 的 计算 ,E(0) = E“ (0) = 0 是 对 
的 ,但 已 (0) 0,05. 与 时 间 无 关 ,满足 ODE 
BA” + CJA + F(A,o.8) = 0, 
能 写成 一 阶 方程 组 
U = G(U,C,w,e), (15.20) 
其 中 U= (Ui, U) € R, HB. 
U; 
BC- FlU,w,e) — CU,)) 
带 光 亮 的 孤立 波 对 应 于 U = 0 的 辣 宿 解 . 它 实 际 上 是 二 维 不 稳定 
流 形 W*(Z,C,w,e) 和 二 维稳 定 流 形 W:(Z,C,w,e) 的 相交 ,由 
于 方程 (15.1) 具有 旋转 对 称 性 , 轨 线 在 Wr*(xz,c,w,e) N Wie, 
cyow,e) 不 可 区 分 ,但 我 们 可 选取 轨 线 使 得 4;(0) = 0 可 在 二 维 流 
形 中 惟一 决定 一 条 轨 线 . 令 Ú = (A,A ,因此 证 己 Wr (z,c,w, 
e) N 两 (z,c,w,é) 为 可 识别 的 一 个 解 ,由 (15.7) 直接 可 得 
命题 15.6 ” 非 线 性 下 的 Frechet 导数 为 
dF(A,w,e) =- A. (15.21) 
因 G 光滑 依赖 于 参数 , 流 形 也 是 ,光亮 孤立 波 为 W*(z,c,w， 
e) 和 Wi(z,c,w,e) 不 平凡 的 交 .(15.20) 对 c,w 作 微分 并 取 值 于 
UU ,得 
(9.W') = DG,(À ,0,w,e)3,W" + (0, ~ BJA T, 
(15.22) 
(IWY = DG,(A,0,w ,eo W + (0, — BIA)T. 
(15.23) 


G(U,C,w,e) = 


在 这 种 方程 中 r € iv ,si .由 命题 15.6 的 结果 可 得 
”237 ， 


_ 0 L 
DG, (A .0,...8) = s . 
- BIDF(A,w,e) 0 


注意 到 作为 这 些 方程 的 推论 ,可 知 9.(W” = W) RaW — W°) 
为 如 下 线性 方程 组 的 解 
8U’ = DG, (A,0,w.e)dU. (15.24) 

如 置 V = (JA.JA ), 则 如 下 命题 是 对 的 . 

命题 15.7 (15.24) 的 四 个 解 为 V ,Uj,9.(W* — W), 
3C W“ 一 W'); 更 进一步 ,如 

D>, = 19, (W! — W) A 2.,(W“ - W) A U'A U;](Z,0, 
we) 非 零 , 则 这 些 解 是 线性 无 关 的 . 

证 ” 易 知 这 四 个 解 也 是 线性 方程 组 的 解 , 当 D, 关 0 时 ,这 些 
解 的 线性 无 关 性 是 从 D, 为 Wronskian 得 到 . 

推论 15.8 由 Abel 公 式 , 可 知 D. 与 e 无 关 . 

引 理 15.9 Evans KAORE FE (0) = 2D,, 其 中 D. 为 命题 
15.7 所 确定 . 

证 E(4) 对 4 求 导 取 值 X = 0 可 得 

E”(0) = 29, (Yt — YA) A 9,(Y$ — Y5) A YA A Y5)(0), 

Yz(0) = Y:(0), Y1(0) = V, Y.(0) = V, .微分 (1$.11) 对 

4, 取 值 * = 048(2,Y1) = M(0,2)2 Y7 — (0, -BIJA T, 
(aY) = M(0,2)9Y5 — (0,B 1A). 

这 里 x € lu,sl. fE EA BE, AHT J =- h. A MO) = 
DGO,(4,0,ow,s), 不 难看 到 


2,( Yt YD) = —ə,(W“ — W:) + CiYY， 
i=l 


aU- Y>) =-— aW- w.) + Y aa. 


其 中 c,d; 为 常数 ,将 此 式 代 人 E0) 的 表达 式 即 得 引 理 . 
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`4 D. = 0t, E (0) = 0, 此 时 必须 考察 E7(0). 
定义 三 形式 ef € A3(R3) — RI, 
et =-3 (W - W) A U Uy, (15.25) 
可 知 er dt yË Z = - M 0,2) 的 有 界 指数 衰减 解 , 进 一 
步 er 为 共 罗 方程 (- JL) `A = 0 的 有 界 衰减 解 . 
i$ D. = 0, 因 gwW" = JyW ,ef 闫 0, 它 等 价 于 存在 
(-JL)A = JA 
的 有 界 解 , 而 不 存在 
(-JL)A= A 
的 解 .由 此 推 之 , | 3u W" 1 一 0 指数 快 地 趋 于 零 , | Z |— ee. 以 下 设 
II. R14 -> R? 为 第 一 .第 二 分 量 的 投影 算 子 . 
51 15.10 i E7(0),er 关 0.ef 为 (15.25) 所 定义 , 则 
E”(0) =6| HO) A ef (8)ds, 
HF H = (0,B !JH(9.Wu))!. 
证  W[17]. 
以 下 考虑 导数 的 不 同 表 示 ,为 方便 引 人 极 坐标 , 即 
A = (rcos0,rsin0), 
U= T(r,0,s,$), 
这 里 
rr cos0 
r sing 
rs cosh — rẹsinð |” 
rs sin + récos0 
其 中 ;= / /Zr,$ = 0 .常规 计算 表明 
ax — r sinf 0 0 
sng roð 0 0 
s œf — ón -rls sn + $a) ra -rsngl， 
s snf -fanh rs as — $sin) ran rol 
(15.26) 
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T(r,0,s,$) = 


T(r,0,s,$) = 


B IDrP(r.0,s, $) 1= 六 .因此 变换 是 非 奇 的 , 除 原点 外 . 
在 极 坐 标 中 ,以 Wi 和 W; 表示 流 形 .在 这 些 坐 标 下 , 按 常 规 计 
算 可 得 
I (W — W:) = DTI (W5 — W5), 
Ial W“ — W) = DT. (W: — W3). (15.27) 
U’ = DroWws, V; = DI'9 ,W:. 
当 s =0 时 , 流 形 能 参数 化 为 
Wi = (r“(0,0),0,0.%"“(0,0))', 
W; = ('(0,0),0.0.#(0,0))!, 
其 中 8 = (C,W,e). 波 可 表 为 
A (Z) = (R(Z)cos0(Z).R(Z)sin0(Z)). 
由 于 波 是 偶 的 ,可 设 


(15.28) 


R'(0) = 0(0) = 0. 
由 于 方程 (15.1) 的 旋转 对 称 性 ,有 
0(0) = 0. 
在 这 些 假设 下 , 当 Z = 0 时 , 即 当 S = R'/R = 08, 
IW- W5) = 3C" — r'),0,0,(# = #))T, 
9A W“ — W5) = 0,,((“ — ),0,0, (8 — #))T, 
3 Ws = (0,0, S° (0), P(0)),3W5 = (0,1,0,0)7. 
(15.29) 
联系 这 些 和 (12.25) 可 证 如 下 引 理 . 
引 理 15.11 Evans 函数 满足 
E’(0) =- 6R*(0)R”(0)9.7(0,0,w,e)o.g (0,0,w,e). 
证 ”首先 注意 到 由 引 理 15.9, 得 
E”(0) = 2(1 DT 13 (Wg — W5) A Ə,,( W“ - W3) 
A 9.Wš A ooW)(0,0,w,e). 
由 (12.29) 和 对 | DT | 的 计算 可 得 
oa or) delr r) 
E”(0) =- 2R3(0)S (0) O (02 6) ə (06 l 
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在 极 坐 标 下 的 定 态 方程 由 方程 (15.18) 给 出 ,作为 命题 15.4 的 推 
论 . 
mr(0,c,w,e) = rr(0,- c,w,e), 
gO,c,w,e) =- (0,-c,w,e). 

于 是 推出 

or — r')(0.0,a,8) = 29 .(#@" — #')(0,0,o,8) = 0, 
WT a (“ — r')(0,0,2,8) = 23r" 0,0.w,E), 

Aa (p — $$)(0,0,w,e) = 22$" (0,0,w,€). 

因 S (0) = R”(0)/R (0) ,由 此 推 得 

E7“(0) =- óR2(0)R (0)0.z2(0.0,.,e)9,92(0,0,2, E). 
这 就 完成 了 证 明 . 

E”(0) 表达 式 已 知 , 现 必须 有 EE”(0) 的 表达 式 , 由 引 理 15.10， 
我 们 必须 更 好 地 了 人 解 共 思 e 解 . 

ef =-9(W -WAU’ A U, EMR). 
由 (15.25) ,上 述 量 可 写 为 

er =- (DT9 (Wy — W3) A (DT9Ws) 人 (DT9oW2) 

=- DT) (9, (W; — W;) A I.W} A 9,W), 
其 中 DTO 为 4 x 4 和 矩阵. 由 DT 它 映照 A3( R4) 为 它 自己 ,和 矩阵 
DTO 形式 上 取 DT 的 所 有 3 x 3 子 式 , 即 有 
cosg sinf — (soosg + ésin0) — (ssin0 — gocs0) 


pr =r sinf cos? ssing — #oos0 — (soos0 + #sin0) 
7 0 0 ol sn ` 
0 0 — rsing roas 


于 是 为 了 完成 er 的 计算 ,必须 决定 
(er), = 9 (WY — W5) A 3,Wš A 9,W:. 
令 
& = 3 Wi = (R 0 S 5)7， 
£ = 9WY,€} = 2 W5, (15.30) 
E, = JW = (0,1,0,0). 
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设 向 量 ei = 1,2,…,4, 为 RI 中 的 锥 向 量 ,定义 
ek = e, A e; A ex. 
EE lep eia eia ezl 组 成 A*(R') 中 的 基 , 因 此 (ey ), 可 用 这 
些 向 量 表示 , 现 定义 
， (£), (és), 
u a (和 
置 P, = P; - P5 .由 (15.30) ,标准 计算 表明 
(er), = Piei + Piei ~ Puea. 
作为 上 面 的 讨论 的 推论 有 如 下 引 理 
引 理 15.12 设 M >0 给 定 ,P, = O(e), | Z I< M,lI 
- R? (Peig + (P + SPa)epo = R P eza) + O(e?), 
el = I| Z I< M. 
O(e “2 se)， | Z I> M, 
其 中 jy > 0. 
证 S q > 0 使 得 R*(Z) = Ole n2), Bp n=2Vwt+ 
Ole), A p = O(e), 推 出 96= OC(e)Z, 易 见 1Z 1<< M Hf 


. (15.31) 


10 -S 0 
01 0 -8s 

DT® = R + O(e). 
00 1 0 (e) 
00 0 R 


而 I DTO = Ole ?421), 1 Z |< M.BikiH 3 ESP 的 假 
设 ,对 1Z I< M# 

er = DTO (er ) 

= Pei + (Pu + S Psu)ei4 = Ruen + O(e2). 

BP; = Ole), Z IS M. 对 12Z IS M ,必须 PB; = Olen Z )e. 
然后 推出 (er )。 = O(eh'Zl)e ,于 是 ,对 1 Z | 之 M, 我 们 看 到 

le I< I DT I I (er) = OZO! e 

= Olean?! )e. 
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BË = y- :事实 上 由 于 er 指数 趋 于 零 ,保证 y > 0. 
I B = h+ eaj ,简单 计算 表明 有) = J + O(e). 因 此 利用 
0 = Ole) Xt: Z< M . REANL SU = 0 时 
SO, RR)" +0Ole), IZIM, 
lole n2), IZM, m > 0. 
(15.32) 
31 15.13 M >0 给 定 ,HP, = 0l), 1 Z IS M.3i 
E7(0) = 0 时 ,Evans KS -BTF UA E 
E”(0) = a Ro (s)2Ə.Ro6(s) P. (s)ds + O(e HM)e + Ole?), 


B 'jr(3 W") = 


m4 > 0. 
证 E”) XHA er 所 给 定 ,这 里 

H = (0,B Jr (9 W") T. 
由 (15.32) 和 引 理 1$.12 ,可 知 对 12 I< M, 
H A el’ =-RioRoPaesaost+O(e) = RPI Ro Pi + O(e2). 
而 对 12 12> M, 

Hxe = O(e Mi)e. 
在 上 面 计算 中 ,我 们 利用 了 eva = e, A es = 一 |. 

以 下 考虑 渐 近 性 . 

(0) 的 表达 式 已 经 得 到 ,为 了 决定 靠近 0 附近 特征 值 的 位 置 ， 
必须 计算 表达 式 Io" 和 9, 六. 为 决定 已 (0) ,必须 决定 P;, 且 表明 这 
个 量 是 

Ole). | Z I< M.%— 

A(Z) = (r(Z)cos0(Z),>(Z)sin0(Z)), 
孤立 波 表 为 ( 尺 ,0,S,8) ,注意 到 


S = R'/R = SR. (15.33) 


X e = 0 时 , 波 的 解析 表达 式 为 (15.7) 所 给 出 , 即 
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Rọ? o o 8 = 16, ,0 (Z) = 0. 


x I+Vl1-ñesh(2/aZ) 3 


(15.34) 
这 个 波 能 表 以 (Ro,0,So,0) .定义 
A= l+ £a. 
ES ODE 为 
r = rs, = $, 
AS' =- AS? + A@2 Cleas — $) — (— w + eab) - (Head) y 
< — (a + eĉad) Yt, 


Ag =-24S — C(S + caf) — el (b + aw) + (d, — a)y2 
+ (d. — aa ) y]. 


(15.35) 
显然 0 的 方程 是 多 余 的 ,通常 被 忽略 掉 , 这 里 为 了 完备 性 仍 留 在 这 
里 ,忽略 Ol?) 项 后 , 变 分 方程 为 
ôy = Sêr + R6S ,500 = 6$, 
6S =~ 2R(1 + 2aR’)6r — 2S8s + 208% + ðw — (eas — @)ëc 
— 2eal(b + aw) + (di — a)R2 + (d, — aa)Rt] e, 
49 =- 2eR[ (dı - a) + 2(d> — aa)R2]8r -2Ps — 2S89 
— ga@o — (sa@ + S)ëc ~ [(b + aw) + (di — a )R2 
+ (d, — aa) Ri], 
ôw = 0,8C = 0,6e = 0. (15.36) 
由 观察 易 得 
命题 15.14 方程 (15.36) 在 变换 
(Z,C,w,r,0,S,$) > (- Z, — C,w,r,0, ~- 5,- $) 下 是 不 
变 的 . 
REA 9 如 (0) 将 首先 被 决定 . 令 
(Z) = @(9,W,“(Z,C.o)), (15.37) 
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6C(o.W”“(Z,C,o)) = &o(9,W2(Z,C,o)) = 0, 
H(15.36), 4 £ = 0 时 ,得 
$! = —2S0 $, —[(b + ao) + (d; - a)R + (d, 一 aa)R0]. 
(15.38) 
由 定义 知 ,$ 34 Z —— co 时 是 一 致 有 界 的 , 因此 由 (15.33)， 
(15.38) 的 解 能 写 为 
Z 


REZ)G(Z) = -| (b + aw)| Ri)ds + (di ~a) 
. | Rod +(d;- aa)| R8(s)ds |. 
(15.39) 
由 定义 知 ,函数 # 描述 直至 O(e), WiZ, C, w) 的 $8 分 量 位 
署 , 有 
如 (0) = e (0) + O(e?). (15.40) 
H (15.39) A R(Z) 的 表示 可 求 出 风 (0) ,83K $“ (0) 对 ww 的 变 分 ， 
e 充分 小 . 令 
Am = | REC )ds, A5 = | (RIG )ds. (15.41) 
51 15.15 A% #0) 为 
$” (0) = e% (0) + OC?) 
所 给 定 . 这 里 
2R6(0)$.(0) = Aa - 4- Asydi1 — Asd,. 
证 因 Ro 为 偶 函 数 
| R8(s)d; = $| Re(s)ds, Vm € N, 
因此 , 当 (15.39) 取 值 于 Z = 0 时 有 
2R4(0)$.(0) = (— wA, + A4 + oaAg)a 
- Ab — Aadi ~ Aed;. 
函数 Ro 满足 
R — wRo + Rà + ayọ = 0. 
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ERDERA Ro, 再 部 分 积分 得 
A; 一 一 wA + 人 4 十 aNg. 
由 此 即 得 引 理 . 以 下 需要 一 | 
命题 15.16 j 0 = B wo, M A 和 A, 满足 
(DA; = 4Vw -L tanh”! (/B), 


VB 


(2)As =- 16o sU — TA). 


证 (1)、(2) 可 从 直接 积分 得 到 . 
推论 15.17 ”函数 A; 和 A 满足 

2 - 
(1)2,, A3 = 1-8” 2, 
(2)9.. A4 = dwd A. 
利用 


Tanh-L(z) = Lin ltz 


2 l-r 
Taylor 级 数 ,可 得 到 如 下 的 量 
推论 15.18 TOSES 1, 有 Taylor 展开 


(1)A> = TO 2n +1’ 


(2)44 = aiD 373 re 


2 .了 ， 
oo 3. =: P+ ot). 


(4)A;, = 
4 


(1+ 
(5)9,.A = B2 P+ 
l-2 


F. 
ch Raf .2:H. Boo 
Dia 59 ETIES PFa. 2. í 


(Ay =- 
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= TT 1 
Ti + O(0), 


ii 45 0) 


命题 15.19 关系 
(DA = ACE - ža) 


(2)A; = eA -4 
成 立 . 
证 ”由 引 理 15.15 的 证 明 ,函数 Ro 满足 ODE， 
RI-wR+Ri+aRi = 0, 
3 Ro 分 部 积分 ,得 
— À; — wÅ, + A4 + aA = 0, 


A, 


F Ro 积分 ,得 
A — oA; + LA; + 3 ahs = 0. 
上 述 两 方程 相 减 可 得 
wAz ŽA- Eade = 0, 
由 此 即 得 (2). 


命题 15.20 zp" 16 w, M40< 80 < i, 
9,A4 2 0,3 Aa, > 0. 
因此 


证 ”由 Au 的 定义 和 推论 15,17, 有 
J (A4 一 4wA2) oA 
IA = 


Aš 
利用 推论 15.18 中 的 Taylor 展开 ,可 得 
A4 - 4wA; = -16o > pi TEF >: 


它 显然 是 负 的 , 因 推 论 15.17 说 当 0 =< B < 0BF,2 A; > 0,3 A4 
<0 是 显然 的 . 
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du 有 一 E, 2, Aa, 一 -5 =e (wA), 
在 推论 15.18 中 作 Tayloy 展开 得 


9,( wh 4) = Co (a, _ b,)8", 
0 


其 中 
%2 -1 
C= (X rip" ) ) > 0， 
A Jj 1 
an= D 13 Y Ta 
oS I 
b, T 2j+32(n-— J)+1: 
按 证 明 命题 的 断言 0,As, > 0, 只 需 证 明 
qa, — b, < 0. 
事实 上 , 因 
-b = 412 
x 二 n) 


其 中 
fGsn) = Qj + 1)(2(n — J) + Dj + 3)(2(n — ;) +3), 
可 用 积分 估计 


a, — b, < af agla, n)dz, 
其 中 


n 一 2 


g(xz,n) = n) 
令 y= z - nM 


y = YY 
g(y,n) 2G, n) 


Fyn) = Fay? = (n + 1A- Ca + 3)2). 
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因此 g(y,n) KTR, yg(y,n) < 0 ,于 是 


" 3/ 1 ) 
w = 1 + — 5 d 
| za Cx,n)de IAE zn g(y,n)dy 


tls 


= | gsn )dy < 0. 


因此 an- b, < 0, 命 题 得 证 . 

引 理 15.21 ”有 具 亮度 孤立 波 解 存在 的 必要 条 件 是 

Aba ~ Asb — Aadi ~ Asdo = 0. 
证 (15.39) PS Z— œ,R,(Z)-» 0,048 
0 = (= wA + A4 t aA6)a - Asb — Aadi ~ Aedy 
= Aha — A2b — Adı - Asas. 

附注 15.22 M51 15.21 和 A;,A; 的 表达 式 中 可 看 出 波 存 

在 的 必要 条 件 ,推出 


$.(0) = 0, 
注意 到 ”8 = - ao ,推出 Aç 可 写 为 
_ _ 8w 3 
A=- (wh #444). 
由 此 定义 
A w 
人 24 = AA =- odu- 4]. (15.42) 


它 是 命题 15.19 的 推论 ,As, = A6/Aa. 
推论 15.23 ”为 使 波 存在 ,参数 di 必须 等 于 dë 直到 Ole). 


* 1 
d| = 4a-426- An( dz- Faa). 
证 ”由 引 理 15.21, 波 存在 必须 


H d = dë 时 ,$.(0) = 0, 由 隐 范 数 定理 可 得 
9$.(0) + 0, $ (0)ə dr = 0. (15.43) 
. 229 ` 


80, $. (0),32 4 易 知 , 故 必须 计算 0 ó (0). 
引 理 15.24 ` q, = dr 时 ， 


A4 ' | l )) 
° =- 5I Aub +I Ald- . 
J $, (0) RD A240 A 3 qa 


证 ”由 引 理 1$.15 可 得 
_ A 
2Rà(0)' 
在 推论 15.23 中 对 dr 微分 并 利用 (15.43) 可 得 引 理 . 
联系 以 上 结果 可 得 如 下 推论 . 
推论 15.25 itd = ar? E 
3,A4. 
T- Jän 3e): 
对 e > 0 充分 小 ,如 65 > 65*, 则 93,8"(0) > 0; 否 则 
3# (0) < 0. 
更 进一步 ,对 0 委 8< 1 有 
g 2 
4 < 0. 


2, (0) = 


T > 0,9 A4 < 0. H5 15.24 和 命题 15.20 即 
0 
得 推论 . 
W 9$ (0) 已 知 ,必须 计算 2 (0) 入; ,如 同 (15.30) , E 
i = 9,W;,&, = 3 W5, E = Wi, 
P.. = 6zA6z;, 如 同 (15.31) H 


P} = Pa CEE), PE = Polé E3). PR = Pol, £3). 
为 计算 E” (0), ER P, - Pt 是 已 知 的 . 
31 15.26 $ 


则 当 e = Ont, gt =- 4, 
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证 ” 易 从 变 分 方程 (15.36) "4 £ = 0 时 有 
($+) = —- 2S0$t: — So. 


这 个 方程 易于 求解 ,有 

i o, Z 1 [Z 2 
RECZ)$: (2) =- | RGs)Sols)ds =- |. 2. REG))ds, 
由 此 即 得 结论 . 


引 理 15.27 当 s = 0 时 ， 
Ph =- RYP =- bso. 
证 因 =o =0), 简单 观察 得 
P} = Rob: Ph = Sa. 
易 从 上 面 引 理 得 到 结论 . 
推论 15.28 对 12Z1 委 AM， 
|I Ph- Py = Ole), | P~ Pu 1= O(e). 
由 定义 Pi = Ph- P Px = Py Po BHF P+. HIE 
意 到 
P.(& EF) = P. (8 E3) = 0, 
P. (6. ,8,) = RS. 
因 
P¿, = ~ sP,, + 2@P,; + P,,, — (ea — @)P,,. 
— 2ea[ (b + aw) + (d, — a) R? r (ds — aa) R4]P,, 
(15.44) 
由 此 可 得 
(Pi) =- sP} + 2@P}, — (eas 一 8)RS. 
这 个 方程 的 解 为 


Z 3 Z 
R(Z)PE(Z) = — cif R?) S? )ds +| RDS) 


e (R(s)S(s) + 2P (s))ds. (15.45) 
由 引 理 15.28 和 R = RS, XAR Z A 
R(Z)S(Z) + 2PL(Z) = O(e). 
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因 @ = O(e). 由 此 推出 (15.45) 的 第 二 个 积分 为 0(e*). 
引 理 15.29 设 M > 0 为 给 定 , 则 有 


Ro(Z)Pi(Z) =- ea| (Ros)d;s + O(e2),Z € (~ %,M), 


Ro(Z)P}(Z) = a| (ROGs)ds + Ole), Z € (~ M,%). 
证 ”结论 由 (15.45),R.S 的 渐 近 展开 和 R = RS 得 到 . 
引 理 15.30 设 M>0 给 定 . 则 对 12Z1 过 JM 有 

Ro(Z)P,(Z) =- Abac + Ole?), 

其 中 

P, = Pi — PH. 
推论 15.31 3(0) 具有 渐 近 展开 

9.r(0) = Nae + Ole’), 

这 里 N <0,N = NGOI 
证 ”由 引 理 15.29 的 结果 以 及 


Pi(0) =- S'(0)9>“(0), S“(0) = RIQ 


得 到 . 
推论 15.32 设 E(0) = 0, 则 


E”{(0) =- (Ña + O(e nM))e + O(e?), 
其 中 Ñ> 0,N = 3A29.4A，， 
证 ”将 P, 的 表达 式 代 和 人 EE”(0) 得 
E”(0) =- 6zaA5| Ro(s)9Ro(s)ds + Ole uM)e + Ole?) 
=- (3A29A2a + Ole hM) Je + Ole?). 


常数 N > 0 是 从 推论 15.17 得 到 . 
由 引 理 15.11. 引 理 15.24 和 推论 15.31 有 


E”(0) = ca 人 一 cd 一 了 aa] je + O(e3)， 
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其 中 
. Aa, 
ci = 2AA Aa, = TA > 0. 
进一步 , 当 E”(0) = 0 时 ,由 推论 15.32 
E”) =- esae + Ole), ey3>0. 

定理 15.1 的 证 明 实 质 上 已 完成 , 因 E) < 0( 推 论 15.5) 和 
E(0) = E (0) = 0.  E“(0) > 0 时 , 则 在 靠近 4 = 04A EA) 的 
二 个 实 零点 ,其 一 是 正 的 , 另 -一 是 负 的 . 因 忆 (0)<0O(E (0) =0), 能 
推出 当 E (0) 改变 符号 , 正 零点 运动 通过 原点 .因此 已 (0) < 0 存在 
二 个 小 的 实 负 零 点 . 特征 值 为 Ol) 直接 从 E (0) = Ole) 和 
(0) = Ole) 推出 . 

为 了 利用 定理 15.2 的 结果 推出 多 重 脉冲 轨道 的 存在 性 ,必须 
WERA 2 $“(0) 关 0., 这 个 条 件 正 是 推论 15.26 的 推论 .对 2 < b* 多 
重 脉冲 解 不 稳定 来 自 [4j 中 原来 的 脉冲 是 不 稳 的 (5 < 6). 


$16 J X Ginzburg-Landau 方程 平面 波 的 
非 线 性 不 稳定 性 


考虑 如 下 广义 Ginzburg - Landau 方程 
W, = aW (AC W |) + io (| W |))W + a, | W 2 W 
+a WIW, + aaW2W. .z € Rt >0, (16.1) 
具 周 期 初 值 条 件 
人 = Walz), LER, 
W(r-D,:)= W(r+D,:),D >0,r€ R,t >0, 
(16.2) 
其 中 W(x,t) 为 复 值 函数 ,a = a, + ib, 
at7) = cl + cer? + cart, 
Tw) = dir? + d. ri, 
RP cjd, € RARE, i a = 1,GL 方程 (16.1) 的 平衡 态 解 
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(16.3) 


为 如 下 的 平面 波 
W,(r,t) = roe Yo, (16.4) 
其 中 
IA (ro) = 0 一 (bs 一 04)7600， 
oo 


T.Kapitula 曾 证 明 
3 
2 \4 
LIT) 


Ds 
和 初始 能 量 充 分 小 时 ,这 里 波 是 非 线性 稳定 的 ,其 中 
B_= b; — b4, l3 = roÀ (ro) + 2B_ r60o < 0. 
这 一 节 , 我 们 将 证 明 在 方程 系数 的 有 关 条 件 下 ,平面 波 是 非 线 
性 不 稳定 的 . 主要 定理 有 
定理 16.1 Br >0Alinf| Rei: A € o, (Hi >0, 则 方程 
(16.1) 的 平面 波 解 是 非 线性 不 稳定 的 ,其 中 算 子 4 将 在 下 面 表示 . 


A 
今 


(16.5) 


3 
24 + max 


.| ro (B. rë 20) I< 1 


W(xr,t) = y(x, t) e tr). (16.6) 
则 方程 (16.1) 可 写 为 
É = ra t rA(r)-— 02 +A, r,+ B- r30,, 


2r, 


0, = ba — o(r) + —'0, — B, rr, +A- r20., 


(16.7) 
其 中 A= astaa B,= b3 bi. 
为 了 证 明定 理 16.1 ,我 们 先 对 其 线性 化 方程 作 谱 分 析 , 然后 
证 明 非 线性 不 稳 性 . 令 
r= rot ô, 
1 = Ó+ 9, (16.8) 
则 (16.7) 变 为 
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, A > a” 
p = pu + (ro + P| TU + Sp +p 


At 
AC) a] (a+ pCR + 268, + $2) + A, (ro 
+ 2roo + o°) + B_ (rà + 3rio + 3rog + oOo + $), 


$ = $, - [ (ro) 4 w Cro) 12 up 12 Cro) a 


PAGS 
+ po]+ -er (Gy tg.) - B, (ro + p)p, 


roto 


+A (rit 2rop + o Oo + 网 ) . 
(16.9) 
注意 到 (16.5) 有 
Or = Par t [roÀ Cro) + A(ro)— 08 + 3B ribop +A, rpa 
+ (B- rà — 2r600)$, + (3B_ rü ~ 200)p$. + 2A, ropo 
- rof + [3B. roða + Y (70) + 207) Jor + [二 ra) 


A” 
p A Cro) | B. A -oPh + As ppr + 3B- roo $, 


6 
A” (ro) roà‘® (ro) 4 ` 3 A (ro) 
| + a ot B. $, + 4 e, 


f, = Par + [2A_ roo — w (ro)]o — [B. ro 一 Je 
0 


+A- r$, - B, eo, + |a- bo — 2) |p +24_ r, 


> _ o ( ro) 3 _ w® (ro) 4 200p + 20$, 
+A o$, 6 24 O + roto . 
(16.10) 
H (16.10) 可 得 如 下 线性 化 方程 
U, = U,, + NU, + MU, (16.11) 
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A, ró B. rü — 2roĝo 


N ; 
200 一 B. ro A- ro 
70 
K +A(ro) -0 + 3B. rôðo 0 
M = , . 
2A_ r000 TW (ro) 0 
A 
3 
Y = 129 2 +N. +M, 
4 的 定义 域 为 


D(W = ly € L- D,D) x L2(- D.D) I g(— D) = g(D), 


lg) E L2(- D,D) x L2(- D,D)}, 


则 算 子 x 在 任何 L? 空间 上 (1 过 p < co) 有 界 于 以 下 曲线 
C, = r:l- k? hL + iNk + (M — rl,) |= 0,k € Ri. 


wr € C, # 


其 中 


因此 


其 中 


(16.12) 
r, I": ; 
r(k) 一 一 下? + > + iaardk + FP: + D k2 + irak | ， 
(16.13) 
T; = 488 — 4bsr600 + (B, B -cr 
I, = 2ro00w (ro) + asTari + 2A_. B- rgo 
，， ，， (16.14) 
— 4A_ ri05 ~ B- riw (ro), 
Ts3 = roà (ro) + 2B. rå. 
r 1 1 
— +j U 23, 1 
Rer(k) =- k? + 5 tal + 0), (16.15) 
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A= 5. p P, 
9 (16.16) 


Q = (A? + 2222. 
M Rer(k) 的 表达 式 (2.15) 易 得 
引 理 16.2 i£ D, > 0 且 & 充 分 小 , 则 Rey(k) > 0. 由 此 可 
知 ,GL 方程 的 平衡 解 是 线性 不 稳定 的 . 
现 考虑 非 线 性 不 稳定 性 . 
< 
hi(p,p. $.) 
QU) = ah 
其 中 
hips Prs $r) = (3B- rú - 20o) of, + 2A. ropp: 


; » A” 
一 ro $ + [3B_ rolo +À (ro) + 2 (ro) lo? + Hw 


+ zoh Xo) + B. be - phi + A. pp: + 3B_ rop $, 


a ro) 5 


” (4) 
J+ Ë (ro) + roA (ro) a, 


4 3 
6 5 lø + B_ o$, + 


h.(o,p,, $.) =- B, po, + [a 0, - ° 0] +24_ropg。 


” (ro) Dira) 2000, + 2p,$, 
则 方程 (16.10) 可 写成 
U, = ¥U + Q(U). (16.17) 


显然 如 果 方 程 (16.17) 的 零 解 是 不 稳定 的 , PIJ (16.17) 的 平衡 解 
| a ] 也 是 不 稳定 的 ， 为 此 我 们 仅 需 证 明 方程 (16.17) 零 解 的 不 


稳定 性 ,我 们 用 文献 [18] 中 的 定理 0.13 来 证 明 . 为 此 来 证 明 几 个 
引 理 ， 
318 16.3 # Z D(S) C L2(- D,D) x L2(- D, D) — 
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L2(- D,D) x L? D, D) 是 扇形 的 ,> 的 图 模 等 价 于 D 的 
模 . 
证 [N Lapac 算 子 是 扇形 的 , 算 子 "是 Laplace 算 子 的 低 阶 
扰动 ,由 yY 算 子 的 定义 可 知 “的 图 模 等 价 于 DA 的 模 . 
由 引 理 16.2 可 得 
SI 16.4 i P. > 0, 则 存在 正 数 wo 使 得 
o, (H = o( 2) Y) iz € ` |ReÀA >0! Z @. (16.18) 
3116.5 OXDA 中 原点 的 邻 域 , 则 Q: O — L2(—- D, 
D)x L2(—- D,D) 38 C! Ag, RAR Lipschitz 连续 导数 , 且 满 
E 
Q(0) = 0,Q’'(0) = 0. (16.19) 
其 中 Q'(0) 表示 Q( U) 在 原点 的 Fréchet 导数 . 
证 Hh i(o,o.,.$,) 和 有 3(p,pi,$.) 的 定义 ,Q(0) =0, 令 
D1,D; 分 别 表示 对 于 po, 多 的 Fréchet 导数 , 则 有 


a 0 
Dih! = GB. rà ~2Qo) $, + 2A, (rop, + roD 3 + m, + > A 


+ 23B- rol0o + $) +A Cro) + PA Cro) + 3B- roph fo 


3l o + ka) u) 


„ra“ AT] g sa (ro) 4 
+5 
4 P?’ 


+ B- ble +4 


Dh; = [(3B_ rü - 200) - 2$, + 3B- rop + B- Plo 2 
2 
-2ro$, 37> 
9 
Dih; = [- B. p, -2A- ro$,] + o|- B, Jz t 2A- fo~ w (ro) 


w (ro) w” (r ) 
P~ Š 0 o 


+2A_ b|- 


2 
200 + 29, 9 _ 2000; + 2p$. 
roto Əz (ro + p)? 
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" 20, ) 2 
D;h = (24- ropt A. o° + Se] 


rot pldz’ 
因此 
[Dihi Dahi 
v0 (Dih Dzh2)| =o 
HQ:0> L? D,D)x L- D,D) 8 C! RA, S 


Q(U) = =0, 


pı = (3B_ rü ~ 200), +2[3B- ro(go + $,) + Cro) 


” A” 
十 > (ro) + 3B_ rooh, p+2A, (roD, + Oo.) s[i 


roA (ro) PAo) ro (r0)] 3 r (ro) 4 
+ +B- ole +4 Et |m+5 y P 


@, = 2A, (rop + 3e), 
@, = — 2r0$, + [(3B_ rọ — 200) - 2$. + 3B_ rop + B. lp, 
W, =—2A. rof, + [2A- bo~ o (ro) + 2A. $. ]o - B, p, 


w ( ro) 2 wh ro) 3 2000r + 20b, 
2 


6 (ro +o) ' 
_ 20, + 2, 
$= Beet Fo 
Q, =2A ropt A ptp bE, 
P O (ð ®, 
令 RI(U) = ,RA(U)= | , I 
* RU) z o U E oy, z nA 


Q(U) = R,(U) + R(U) 2, 
现 证 Q(U) 具有 局 部 Lip 连续 导数 ,对 任何 U,V € O, 


pı (p2 f 
U = V = i VH -一 | | ), 
办 四 g E< 


有 
lJIQ'(U)- Q (V)]HI < |[R,(U)- R,(V)]H | 
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+ [ERAU)- R.(V)]H. | < | PUF- vv) 
+ || W(U)f — P V)f | + | EUF- BV) | 
+ || 6,(U)g, - 6;( V)g, || + | EU) f, - BV) f, | 
+ | g4(U)sge ~ Da V)g. ll. 
注意 到 H (- D.D) >L ° (- D,D), RHA 
IAAD- ECV S 13B- rë -20 1 .一 各: 
+2 13B- roða + À (ro) + Falo) I llo- oll +618- roð i 
CE | o= olio + Io lle i Pu - fa D +31 B- ro | 
‘Cor al + od + lo lo) lp 


-mœ llo) +21 A, rol Ioir — pl +21 A1 (pr ilo 
X w, roA ro) 


-ollo + ilo |. l pm ezl) +3 


+B_ al 


r a 
(or I oz Ile) Ioi- pide, tn) 


(Ilo ll 
as m) 


+lel. ol. + lplli)lp -pl +5 |Ha l 


+alle llo + Ilo llo lle lli + jo Do ml A 
<KC Uie, lvia U -Vile ii. 
类 似 地 有 
(wDF- PW SCO U ia I Vil U- Vie lll, 
BU- BOA SCH Ua VDU- Va lell, 
|&(U)g, -@(V)g, | SCAU Fe Vla U- Vlg le ll, 
BUA -BVA SCA Uhe, IVD U -Vie lAN, 
|$,(U)g, -@,(V)g, | <C( U le VU- Vil ie l. 
因此 存在 常数 C 使 得 
IQ(UuU) - QV < ČAU, WI VI yU - 
V|] z. : 
这 就 完成 了 引 理 的 证 骨 ， 
利用 引 理 16.3 一 16.5 和 文献 [18] 中 的 定理 9.1.3, 当 TIT3>0 
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和 InflRea :a € o,(2)1 >0 时 ,方程 (16.17) 的 零 解 是 不 稳定 的 ， 
因此 定理 16.1 得 证 ， 
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第 三 音 ”高 维 Ginzburg-Landanu 


方程 的 整体 解 及 其 渐 近 性 质 
$ 1 高 维 Ginzburg-Landau 方程 的 整体 解 
GL 方程 
Ju =Ru + (1+ iv)Au — (14 iu)| u|u, (1.1) 
对 应 的 NLS 方程 为 
du = ivôu — ip | u |”. (1.2) 
在 零 解 附近 线性 化 方程 (1.1) 得 
Əij2=Ru+(1I+;i)A g. (1.3) 


小 扰动 解 具 a(x,t)=a(t)exp(i&r), 上 其 中 ë€ 2z=2((2=m=)2), 
a(7) 满 足 方程 
da = Ra -(1+iv)|El a. (1.4) 

由 此 可 知 小 扰动 关于 零 解 : 

3422 < R 时 ,线性 不 稳定 ， 

4il > 及 时 ,线性 渐 近 稳定 ， 

Xgl = R 时 ,线性 中 性 稳定 . 

(1.1) 最 简单 的 非 平 凡 空间 周期 解 为 旋转 波 解 ,具有 形式 


u(r,t)=a exp[i(£*z - wt)], (1.5) 
其 中 a€EC,wERE EEr 满足 
w=yuR+(v- p) El, Nal*=R-1el. (1.6) 


对 应 于 £=0, 最 一 般 的 是 空间 齐 次 解 , 即 Stoke 解 . 对 于 每 个 波 矢量 
使 得 |&l*< R,(1.5),(1.6) 定 义 具 有 圆 模 的 旋转 波 解 这些 解 在 
许多 物理 应 用 问题 中 具有 重要 作用 . 原因 之 一 是 ,对 于 OGL 
方程 的 初 值 问题 的 存在 性 人 们 更 关心 在 空间 12(%™ ) 中 比 起 在 空 


:243 ， 


ELC “) 中 ,由 于 旋转 波 (1.5) 的 简单 形式 , 它 的 线性 稳定 性 更 易 
于 精确 地 分 析 . 对 于 CGL 方程 (1.1) 关 于 旋转 波 解 (1.5) 的 简单 线性 
化 ,反而 导致 具有 变 系数 的 方程 .如 果 我 们 引入 如 下 形式 扰动 解 : 


u(xz,t)=aexplilêtxr-ut)][1teulz,t)], (1.7) 
则 可 得 到 线性 化 方程 
I u =2(1+;)i6cA n t(1+ )ÀA 
-(I+ia)ola 22 (8 ta"), (1.8) 


Hepu” RR u RRG, IPE (1.8)2y ARRAES 
常 系数 方程 ,可 用 F 氏 分 析 . 
我 们 分 析 (1.8) 齐 次 解 的 线性 稳定 性 〈1.8) 简 化 为 
oú =(1+i)Aù- (1+ iR + ü"). (1.9) 
当 (1.9) 写 为 的 实 部 wg 和 虚 部 wi 线性 方程 时 ,可 得 : 


[al 1A-2cR -vA\fäg 
ae (20 A | ül’ (1.10) 
可 以 证 明 , 波 矢量 的 下 氏 模 当 
(LIEL +2R(1+ a)|£ |2>0 (1.11) 


时 ,具有 指数 衰减 . 易 知 当 1+ yw 之 0 时 ,对 于 某 些 Z. R 成 立 . 
更 为 一 般 的 旋转 波 解 为 调和 分 析 解 ,具有 形式 


u(rT,1)=a(t)exp(ié:7x), (1.12) 
其 中 复 值 振幅 a = a(1) 满 中 
IR- 0+ i)lgl]a- (+ iolala. (1.13) 
用 a。 " 乘 方 程 (1.13) ,分 开 实 部 和 虚 部 可 得 
Zh lal=(R- IelD) lal lal, (1.14) 
CE 


容易 看 到 , 当 R 一 1&|?<0 时 ,这 些 解 是 指数 衰减 于 零 的 ,此 时 这 

些 解 是 平凡 解 稳定 流 形 的 部 分 . 当 R - 1&1?=0 时 ,这 时 解 代数 地 

衰减 于 零 ,这 反映 了 零 解 的 margin 稳定 性 . 4 R- | ë|2>0 时 , 则 
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对 于 矢量 £, 这 些 解 是 指数 吸引 于 旋转 波 解 .此 时 这 些 解 位 于 零 解 
的 不 稳定 流 形 和 旋转 波 解 的 稳定 流 形 的 交集 上 . 
有 共 行 波 的 旋转 波 解 为 
u(r,t)=exp( —iat)u(a — ct), (1.16) 
其 中 a€ 为 相 频 率 ,c € : “为 波 速 ,= v(x) 为 复 值 函数 ， 
z 二 7 一 ctE “满足 
(R+ia)vt+ (I+ iy)Azu — ct Va- (1+ j)l|u 127 =0. 
(1.17) 
当 c=0 时 ,此 类 行 波 解 也 称 为 驻 波 解 , 当 w=a+gs'c 成 立时 . 旋 
转 波 (1.5) 为 (1.17) 的 解 . 
行 波 解 的 稳定 性 是 不 容易 得 到 的 ,例如 ,为 研究 它们 的 线性 稳 
定性 ,引入 扰动 形式 
u(r,t)=exp(~iat)[v(r-c)tev(r-e,t)], (1.18) 
IRA CGL 方程 (1.1) ,保留 s 的 一 阶 项 得 
2,u=(R+ia)ü+(1+i)Azu -ce Vy0  (1+¿a)|əo [29 
—o(1+ia)|o[22 ulv o oo). (1.19) 
右 端 的 算 子 不 依赖 于 ,因此 线性 稳定 性 分 析 归 结 为 算 子 半 群 的 
研究 ,这 是 不 容易 的 ,因为 算 子 一 般 具 有 复杂 依赖 于 z 的 系数 . 
现 考虑 GL 方程 特殊 情况 o= , 引 人 复 值 场 w= o(z，r) 为 
u(r,t)=exp(— iRt) u(r ,1), (1.20) 
其 中 vlz, t )W8 R 


9,o = - (I+ 026. (1.21) 
ôv 
这 里 
2G _ -Av+t | vlv- Ru. (1.22) 
ôv 
引入 Ginzburg-Landau ZZ M G 
` 2 1 I 2g F > 
G= | ,人 lasP+ 二 ilob ? = R |v]? Jaz. (1.23) 


通过 流 (1.21) 计 算 G 的 导数 得 
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dr. (1.24) 


这 表明 G 为 单调 递减 函数 . BE -0, 这 是 流 (1.21) 的 定常 
W AB GL 流 的 驻 定 波 ,符合 一 种 特殊 情况 一 一 贺 的 驻 定 调和 
波 . 


v(x)=bexp(ié:r),|b =R-|é&|*>0, (1.25) 
其 中 5EC,EE2rzi, 当 d=1 时 ,定常 点 满足 ODE: 
-2 av + |v |v ~ Rv=0. (1.26) 
用 相 平 面 分 析 可 得 它 的 存在 性 .更 进一步 ,这些 解 能 用 椭圆 函数 的 
明显 表达 式 表 出 (oc = 1,2), 当 o>2 HAR R, nf HES W Bl R 
表 出 . 

一 般 说 来 ,(1.24) 表 明 G 可 形式 上 看 作 流 的 整体 Lyapunov 
函数 ,事实 上 , 待 证 明 它 的 充分 正则 性 时 可 严格 建立 它 . 任 何 定常 
解 o 的 稳定 性 能 由 泛 函 G 的 Hessian AF A (EA v 的 谱 决 
定 , 即 


2G 8G | 
、 ôv bv dv” 0” 
XK(v)= 
(v) gG LG 
QOU vôu * 
_ -A+ (o+1)|v|” -R a| u|? tu? 
alu ot -A+(c+1) vi” - R 


(1.27) 
Hessian WRAK Kai H tiara f, EN G 在 v 上 的 二 次 
变 分 . 零 在 Wu) 的 谱 中 永远 是 至 少 为 1 的 乘 子 . 因 (io, 一 iv*)7 
永远 是 零 向 量 ,Xlw) 的 谱 的 一 般 分 析 是 困难 的 , 因 它 具有 非常 数 
系数 . 
当 w 为 定 态 调和 波 (1.25) 时 ,Hessian 算 子 (1.27) 具 西 相似 于 
常 系数 自 共 罗 算 子 
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-A-26: VN +o|bl2 olb]? ) 
olb 7” -AAA+2iE Y tol bl 7? 
(1.28) 
它 的 谱 可 通过 下 氏 分 析 . 圆 定常 调和 波 (1.25S) 的 不 稳定 流 形 的 维 
数 为 非 零 EE2zxz 的 数目 ,使 得 
éli+201p|* El- AlE EYO, (1.29) 
于 此 设 没 有 & 使 得 方程 (1.29) 左 端 为 零 ,特别 , 阅 定 常 调和 波 
(1.25) 是 否 稳 定 取决 于 (oc +2)| £l <okR. 当 d=1,c=1,(1.26) 
的 每 个 定常 点 的 不 稳定 流 形 能 通过 Hessian(1.27) 由 可 积 NLS 方 
程 的 技巧 进行 分 析 . 
现 考 虑 GL 方程 的 整体 弱 解 . 
为 方便 计 , 令 r=o+1, 考 虑 广义 GL 方程 
Iu = Rut(l+tiv)Au ~ (1+ip)iu| D, (1.30) 
具 初 始 条 件 


xX(o={ 


u(0, x)= uo( x+). (1.31) 
设 RR>0,r>1(o>0),v,p 为 实数 ,无 损 于 一 般 性 ,让 
|. dz = 1, (1.32) 
利用 记号 | 
O) = | a fdr, (1.33) 


其 中 (1.33) 表 示 三 在 环 面 上 的 平均 值 ， 

以 C([0,co), w- L2(72))32R AA [0,66 )#| w- L (TIR 
连续 函数 空间 , 它 意 味 着 veco, o), w- LCI )). IHES 
PEL CE), R 1->(g* v(t))E CLO,%)). 

定理 1.1 给 定 wo(z)EL2(  “), 则 存在 函数 

ulr, t)E C0, œ), w- L2( ÐA, œ), Hd)) 
N LECCO, œ), L(Y)), (1.34) 
满足 初始 条 件 (1.31) 和 GL 方程 (1.1) 的 弱 形式 


O= {p u(t) = (pul) k [g ude 
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fa + y)V Q* V udt + | + ipp” 


| PUP ude. (1.35) 
By Yiz] E0, + 00),Y RRAS y E C) TI) ,进一步 , 它 
满足 能 量 不 等 式 


t 2 , t 2r ; 
bleh val +) id 


<4 | zo Íl E + e| lz i vdt’, Ví: € f[0,œ). (1.36) 


附注 1.2 上述 弱 解 在 两 个 方面 强 于 依 分 布 意义 的 弱 解 . 首 
先 ,uw 为 GL 方程 依 分 布 意义 下 的 弱 解 , 它 形 式 上 可 由 (1.30) 乘 以 
试验 函数 w= (í. 2z)C C2([0,so)x ` 4)fgE[0,so) x T4 ER 
分 ,分 部 积分 后 ,将 所 有 导数 转移 到 实验 函数 得 到 . 如 < 满足 
(1.35), 则 它 满足 GL 方程 的 分 布 形 式 , 其 中 取 试 验 函 数 w= 
gt (xr), $E C0,%m)), EC™( (4). 事实 上 ,在 (1.35) 
中 让 t=0, 乘 以 394$(1;) 对 to 在 [0,%) 积 分 ,分 部 积分 后 置 空间 
导数 于 $y" , 因 试验 函数 的 线性 组 合 在 C”([0,%) x 4 rH EA 
密 的 ,由 此 推出 由 (1.35) 得 到 的 为 GL 方程 依 分 布 意 义 下 的 恰 
解 .其 次 ,对 于 定理 1.1 中 的 弱 解 还 要 求 满足 能 量 不 等 式 (1.36). 

附注 1.3 ”证 明 的 技巧 来 自 Leray 证 明 Navier-Stokes 方程 的 
方法 ,对 于 许多 其 他 方程 也 采用 了 这 种 方法 .因此 ,我 们 给 予 较 详 
细 的 证 明 . 粗 略 地 说 ,这 种 想法 是 构造 逼近 方程 (1.35) 的 近似 解 序 
列 , 然 后 证 明 这 种 序列 是 相对 紧 的 , 它 充 分 强 地 允许 我 们 对 任何 收 
敛 子 序 列 对 近似 方程 取 极 限 为 (1.35$). 它 既 照顾 到 较 易 建立 弱 拓 
扑 下 的 紧 性 和 强 拓扑 下 的 收敛 性 ,惟一 性 不 能 靠 紧 性 原理 解决 , 它 
通常 要 求 附加 解 的 正则 性 结果 . 

证 分 为 四 步 证 明 . 

第 一 步 ,构造 一 系列 近似 解 , 使 它 满足 弱 解 形式 和 能 量 不 等 
式 .例如 ,用 Fourier-Galerkin 方法 . 令 P, 表示 上 L? EZKE, CH 


| £| < 的 波 矢 量 的 一 切 F 氏 异 所 张 
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Z k. = Patos u, = u GO HUILE ODE 初 值 问题 
due = Rue t (1+ iv)Aus (1+ ip) P Cl te (CDu), 
1 AECL) (1.37) 
的 惟一 解 ,正则 化 初 值 a (rK LC 站 模 强 收 全 于 up(x)(e 一 
OBWE I uo 2 ll uol. 
更 进一步 ,这些 解 满足 弱 形 式 (1.3$) 的 正则 化 形式 


0= 0° u(t) Cg t(D) R [g wd 
+ +i)Vd Vaud 


+ + lue PU Pude’, (1.38) 


V[4,o1C[0,°), E CC), Ep g = Pwy 依 C” 模 收敛 
F y,e 一 0. 这 些 解 满足 能 量 不 等 式 (1.36) 的 正则 化 形式 ,有 


2 t 2 ， z 2r ; 
Futo Mi + fU Vu Miar Pla la 


= y M uoe lli R lara. (1.39) 
YiEtlo,co). 第 一 步 来 自 标 准 的 ODE 的 Picard 局 部 存在 性 理论 
应 用 于 (1.37) 在 有 限 维 空间 PLC “) 上 成 立 , 由 (1.39) 可 知 近 
似 解 在 L* 上 整体 一 致 有 界 . 因而 保证 方程 组 (1.37) 的 解 是 整体 
的 . 

第 二 步 , 证 明 序列 z, 在 空间 
C([0,%), w- LICEI Aw LaO, S), HITIA 
w~ L0, œ), L” «)) (1.40) 
中 是 一 个 相对 紧 集 (具有 上 紧 闭 包 ). 
附注 1.4 ”这 里 符号 人 表示 所 含 映 照 依 弱 拓 扑 下 的 交集 . E 
意味 着 序列 在 交集 上 是 收敛 的 ,当月 仅 当 在 组 成 的 每 个 空间 上 是 
收敛 的 ,这 些 空间 收敛 的 意义 分 别 如 下 ; 
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v, u Ew- Li (0,66). HIC “WAS. BD V T>0, V ó 
€ LR([0. œ), HC IDA 
2 + Ve“ Vu, yd: > I (lu + Vee Vvdt. 
{) Ü 
(1.41) 
ZAE, o, — v Kw = LECO), LYC “WAR R V T > 
0,YwELP 0o) L IDH 
[adat = f e dar, (1.42) 
其 中 (2r) = 2r/(2r - DE o, > v IRCO, œ), w = 
LC 4)) 收敛 , 即 对 Yy€ L7(. 2) f 
(u) -> C (r), (1.43) 
VY[0.co) 中 紧 子 集 上 一 致 成 立 . 
第 二 步 的 证 明 . 方 程 (1.39) 连 同 | uoe ls | uo 1 推出 
Jla) NASS llul R | eel2dr， (1.44) 
由 Gronwall 引 理 得 
| ue NE I uo le. (1.45) 
将 它 代 入 (1.39) 右 端 可 得 关于 s 一 致 的 界 : 
1 2 t 2 , t 2r , 
2 | u. (t) | 12t | | V ue | d: + | | Ue | dt 


<Ñ uol het. (1.46). 
这 个 界 建立 了 序列 i 1 被 包含 在 ww 一 Li([0,%), Hi(“…4)) 和 
w La([0, 2), LC EDR RE t ARRA RERS x 拓扑 
EIER, CIT TAE A RS FE KA. P k— r B: 
(1.458 RH {u (2) TE w LICO N V 20ER A. 

为 了 完成 第 二 步 的 证 明 , 必须 证 明 iu | 在 CA0, œ), w- 
LO “)) 也 是 相对 紧 的 , 紧 性 要 求 识 于 已 有 的 有 界 性 ,因为 这 里 要 
求 对 + 强 拓 扑 . 我 们 应 用 Arzela-Ascoli EH, CHR | we} 在 C([0, 
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oœ), w L2( 4) 是 相对 紧 的 , 当 上 仅 当 

(i la (HR w- LCI V RO EHX SAU, 

(Eiu Æ C0, o), w- LU ESERE. 
如 我 们 所 指出 的 ,条 件 ( | OBWE, A TEZO ) ,我 们 必须 证 明 
对 任何 VEL2( “) 有 

(OI wc)t 在 CCL0,o0)) 中 等 度 连续 . 

这 从 CGL 方程 的 正则 化 弱 形 式 (1.38) 对 yE C Æa), 
再 利用 稠 性 原理 拓展 对 一 切 yE L*( OBRA. 

第 关 步 ,证 明 序 列 | xs 在 [0[0,co) ,22 )) 和 
Liz 1([0,eo),L2 1 4)) 中 相对 紧 , 考 虑 它们 的 通常 强 拓 扑 . 

附注 1.5 这 一 步 是 必要 的 . 因 第 二 步 仅 断 言 {uc 1 TEAS 
收敛 的 存在 性 ,例如 其 极限 为 ,由 此 仪 推 得 


N l“ ld: < lim an， i| e |l dt. (1.47) 
无 论 如 何 , 从 (1.39) 推出 (1. 36) 需要 
| ligr = limf 1 ue Iža, (1.48) 


这 就 要 求 L? 强 收敛 .类似 地 ,从 (1.38) 推 出 (1.35) 要 求 依 L?) 
模 强 收敛 . 

第 三 步 的 证 明 关 键 在 于 利用 第 二 步 的 结果 以 及 下 述 的 诸 入 引 
理 . 这 实质 上 是 属于 Leray 的 . 

引 理 1.6 映射 C([0, %0). w = L(A w- 
Li 人 [0,co) EC)) > (0 LCC EER. 

这 个 引 理 要 证 明 的 ， WAE C0, œ), w= LCA w- 
Li ([0,2), HI(…4)) 同 时 收敛 于 零 ,推出 在 LO, oo )， 

LCE ) 中 也 收 鱼 于 零 证 明 的 关键 在 于 利用 Rellich 定理 , 即 H! 
L ?是 紧 的 . 

由 此 引 理 ,从 第 二 步 推 出 第 三 步 . 事实 上 ,第 二 步 说 明 | u) E 
CO, œ), w= L2( 和 -Coco), HE .4)) 中 是 相对 
紧 的 , 且 由 于 紧 集 的 连续 映照 也 是 紧 的 ,因此 ;uj 在 LaO, œ), 
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2( 4)) 中 也 是 相对 紧 的 .进而 ;usi 的 任何 子 序 列 在 C(L0,ce )， 
a d) w LeO), H “)) 中 是 收 合 的 ,因而 在 
LE(10,00) ,LC 一 4)) 中 强 收 化 .至 于 在 1. 中 的 强 收敛 ,也 从 
L 2 强 收 伍 中 直接 推 得 ,我 们 考虑 两 种 情况 : 

CSŠ (W 2, 一 1<2), 则 映射 

Li.([0,o6),L2(. ED LEIC, œ), LTI 4)) (1.49) 
是 连续 的 .因此 ,由 Lado, œ), LC “ 力 的 强 收 敏 推 出 在 
Lü (0,5), LTI. “)) 中 的 强 收敛 . 

(ü )r> k 2r -1>2) MB L} (0,0), LCH 
IEAA Li([0, 0), LYC ADRIA, A AERE RER 
理 推 得 要 求 的 结果 . 

第 四 步 , 取 极 限 , 即 在 定理 1.1 中 的 弱 解 . x 为 fu KATY 
列 的 极限 .这 个 事实 即 要 验证 子 序列 在 各 种 函数 空间 的 收敛 极限 
满足 弱 形式 (1.35) 和 能 量 不 等 式 (1.36). 

证 第 二 步 保 证 存在 | .1 的 一 个 子 序列 , 仍 证 为 fu | 在 下 述 
空间 :C([0,%),w- LICS aY) o — Lie ([0, ©), Hi(%4)) 和 
w- Lil l0, o), L” (RRIF ¿ ,因此 有 

u€EC(0,%) ,rw L7H Y L2 ([0,oo), 

H!( ONMNLECO, oo) ,LY ( `2)). 
由 第 三 步 推出 u Ik Lado, œ), LC “))# LE Oo, œ), 
L27102 9)) 收 合 于 ,因此 余下 来 要 证 明 的 是 :极限 u 满足 CGL 
方程 的 弱 形 式 (1.35) 和 能 量 关 系 (1.36) .我 们 从 (1.38) 和 (1.39) 
HZ. 

首先 考虑 GL 方程 正则 化 弱 形 式 (1.38), 对 VY 试验 函数 JE 
C™~( 4) 和 区 间 [z1,ts]CCI0,o0) 有 


O= {yp u(t) (pult) R| 《dz 
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| (I+ a)Vg'iAu di + | 1+ ip) ye 


ju DP udt, (1.50) 
u, 依 C(0, 吕 ) ,ww 一 上 (9)) 收 全 于 u KREY ult) — 
收敛 于 Cy ult), V €C r ol A 
Cp ult > p ult p ua (t) >p ult), 
(1.51) 
[E uoa (y uydt. (1.52) 
由 u, Kw Lill), IC 4) 的 收敛 性 及 (1.52) 有 
[P Atag Y udde |“ (ti) Vy" Vaya, (1.33) 


为 了 证 明 (1.50) 中 的 非 线 性 项 可 通过 取 极 限 ,我 们 将 用 到 这 
样 的 事实 :如 jv, | 为 在 Banach 空间 X 中 的 弱 收 敛 序列 , | | 为 在 
其 对 偶 空间 x "的 强 收敛 序列 , 则 序列 } f Con) E C 中 收敛 .这 
里 ,由 u Æ LEO, co) LY 1( “4)) 中 的 强 收 敛 推 出 
luel? Due 在 LL([0,%),L'(.“)) 中 的 弱 收 敛 , 因 此 ,Banach 
空间 为 Li([11,t2] xX“…4), 再 由 y 在“ 一致 收敛 于 Y 推出 它 的 
LS (Lti t] Xx C4 PRAA, LOA L 的 对 偶 , 故 有 

K + in) | u rD yd 
É (1.54) 
[a + in)" lu PO Dddr.. 


联系 (1.52) 一 (1.54) ,我 们 在 (1.50) 中 的 第 一 项 取 极 限 推出 u 满 
Æ CGL 方程 的 弱 形式 (1.38). 
为 证 能 量 关 系 (1.36) ,考虑 它 的 正则 化 形式 (1.39) 


1 : 2 : t žr 
Flad hga f Vu lhara f Mu lde 
S4 l uoe lA +R | I u lar. (1.55) 
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考察 上 式 右 端 , 初 值 依 L*( “) 中 强 收敛 ,推出 


, | Uie | ,> | an 上 (1.56) 
Ha EL ([0.e6).L2( “)) 中 强 收敛 推出 
[i ulhar = fi iu thar’, (1.57) 


因此 ,(1.55) 右 端 当 es 一 0 MA, REG .55S AE, H u 在 
C([0,00) wm L “7 的 收敛 性 连 呵 一 个 序列 弱 极 限 的 模 小 于 
等 于 它 的 模 的 下 界 , 有 
lz (z) | ZS lim inf || z, l7, (1.58) 
类 似 地 , 依 <= Lie (C0, ©), HC SDA w- Lello, œ), 
L(A 
| hl de < lim inff ue li de, (1.59) 


| Iu || d < lim inff lull dt. (1.60) 
0 L 人 Ü I 
连同 (1.57) 和 (1.59) 有 

[Va lar <mint| Yu lta, (61) 
联系 (1.58),(1.60) 和 (1.61), 我 们 得 到 (1.55) 的 下 界 .因此 能 量 
不 等 式 (1.36) 成 立 , 定 理 1.1 证 毕 . 


附注 1.7 ”在 定理 1.1 中 的 能 量 不 等 式 (1.36) 能 稍微 加 强 一 
些 ,事实 上 ,由 第 一 步 ,(1.37) 所 确定 的 近似 解 满足 能 量 关系 : 


1 2 {2 2 t, aor 
-一 ~ " i `] I 
2 | u (t) 1 十 | | V ue | dz | | Ue l: L? dz 


1 2 K 2 
= lule) lht R] I ulhar, (1.62) 


YEL tll, œ), H ue WLO, œ), LOID ATF u 
推出 | z, l| of LECCO SATF | u 411, 青 利用 对 角 线 选取 
方法 .可 使 u, 的 子 序 列 
lalu] al], Vale f C[0,°o), (1.63) 
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对 此 点 集 证 为 玉 , 当 1711EE, 从 (1.62) 可 证 满足 
i 2r 
+ u(t) 12, + | l Vull: par |: | u | Ü, dż 


<A ulr) erf le lde. 


附注 1.8 置换 “为.“,C™( “) 置 换 为 具 紧 支 集 试验 函 
数 CO “), 则 定理 1.1 在 “中 仍 成 并 .此 时 在 证 明 第 二 步 和 第 
四 步 中 仅 稍 为 不 同 于 周期 情况 ,在 第 一 步 中 Fourier - Galerkin 方 
法 在 全 空间 失效 ,此 时 可 换 为 光滑 化 近似 方法 .能 构造 初 值 问 题 . 
de = Rue + (I+ iv)Aue ~ (1+ i) je * (lje x a ETD je x a), 
a x uol), (1.64) 
其 中 正则 化 是 通过 光滑 , 非 负 Mollifier j 作 卷 积 来 完成 的 ,最 后 在 
第 三 步 能 用 修正 的 无 界 区 域 的 Rellich 定理 来 代替 . 
现 考 虑 局 部 古典 解 . 
考虑 u = u(t) 在 Banach 空间 X 满足 抽象 初 值 问题 : 
Jdu=Lu+N(u), 
u(0)= 6 (2)€ X, (1.65) 
其 中 线性 算 子 了 为 在 X 上 强 连续 半 群 S(z) 的 无 穷 小 生成 元 
(CN =0, 该 线性 问题 是 适 定 的 ). 扰动 项 N 通常 为 X 上 的 非 线性 映 
照 ,上 述 初 值 问题 的 适 定性 能 通过 (1.65) 的 如 下 积分 形式 利用 压 
缩 映照 原理 得 到 : 


u5 SC uot [S ONUDA. (1.66) 


为 了 利用 压缩 映照 原理 ,我 们 设 扰动 项 N 为 局 部 Lipschitz 的 . N : 
XX 特别 有 

CIDIN) I xC ul x), Vu €x, 

(i) | N(ui) N (uz) | x< C Lip | H| | Xs | uz [ x) | ut 
= ua ll x EP CuO C T ) 为 其 变 元 的 非 减 函数 .注意 到 N , 
L 选取 N(0)=0, 则 从 条 件 (站 ) 可 推出 条 件 ( |) ,对 于 给 定 的 这 样 
的 扰动 项 N ,我 们 能 证 明 以 下 基本 结果 
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定理 1.9( 基 本 局 部 存在 性 ) 对 任何 p>0, 存 在 T(p)>0 
使 得 对 任何 初 值 wo(z)EX 且 | uo l ro, FEKK ular, 
Eco0,7T],X) 满 足 积分 方程 (1.66) ,而 且 从 X-+C([0, T], 
XX) 的 映照 uo 一 u 为 局 部 Lip AR. 

这 样 的 解 u 称 为 问题 (1.65) 中 等 程度 的 解 , 它 是 证 明 古 典 解 
的 出 发 点 . 

附注 1.10 如 EC(0, 了 ],X) 为 (1.65) 的 中 等 解 , 则 由 直 
接 计算 表明 ,这 是 (1.65) 如 下 意义 的 弱 解 : 

Cplult) x> flulti)) ey 


- | phat | ylNG( xar, (1.67) 


其 中 0 二 TT,JED(L*),《* ix 表示 通常 X 和 它 的 对 偶 
空间 X* 之 间 的 双 线 性 对 偶 , 上 "为 通常 的 上 的 对 偶 , 具有 
D(L E X PH. 

现 应 用 这 个 一 般 理 论 到 具有 空间 周期 的 复 Ginzburg- Landau 
方程 的 初 值 问题 ,此 时 选取 

Lua=(l+tiv)Aut Ru, NG(u)= —(1+;ig)lu|?22a, (1.68) 
半 群 S(z) 作 用 于 u 上 能 写成 一 个 卷 积 , S(1)u= G, x u. 

G, = G, (x) (t >0)28 Green RŽ. 

G,(z)= 21 g(x +n), 

x€ Z 
1 r tri? 
[4al + PEET ii! 4(1+ DE + Re]. 

积分 方程 (1.66) 能 写成 Green 函数 形式 


(=G * uot | G, *N(a())a. (1.70) 


为 了 应 用 局 部 存在 性 定理 ,我 们 仅 需 确定 空间 X, 并 验证 条 件 
CiO. 
对 上 >0,Green 函数 (1.69) 满 足 L! 估计 


KARES Sja lgl t n) ldr 
n€ Z 


g(x) (1.69) 
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jai g (x)dr 


= (1+ 2) 和 eR (1.71) 
由 此 推出 S(O LOC PAR, Sps, HA 
上 SC =] G xu lesi Gl, Hu] 
LOHR |] al. (1.72) 


更 进一步 可 证 S(O CC DAM LO 4)0 委 PP<oco) 上 为 强 连 
续 半 群 . 

附注 1.1! BRAT S(1): S(0)= ,S(t1)u= G,* u, 
i >0, 形 成 L”(“《) 上 的 一 个 半 群 , 它 对 +>0 为 强 连续 ,但 在 1= 
0 上 仅 为 绊 * 连续 (一 个 序列 | ,| 称 之 为 弱 x 依 L° ( c 4 yk dk 
v ,如果 它 乘 以 任何 属于 L'( ` ) 函 数 积 分 成 立 ). 

我 们 首先 取 X= C( 4 ) ,扰动 项 N 由 (1.68) 给 定 ,可 清楚 知 
道 它 是 局 部 Lip HZ: CC =C( “). 由 局 部 存在 定理 推出 存 
在 CGL 方程 在 时 间 区 闻 [0, 丰 上 惟一 的 中 等 解 x = u (t) ,这 仅 依 
HF | uo ll r>” ,这 个 解 是 (1.70) 的 如 下 选 代 序 列 ;jx 的 极限 ， 

zt(O(t)=CGx uo, 
| (t) = G, * uo +] Ga x N(u (r dt, 
收敛 性 是 在 C(10,T) ,CC )) 中 , 某 个 工 充分 小 . 

为 了 拾 高 中 等 解 为 古典 解 ,必须 附加 正则 性 的 证 明 . 例如 对 于 
空间 属于 L*, 对 于 时 间 属 于 C!, 于 是 出 现在 方程 中 的 导数 是 古典 
的 ,这 样 做 是 用 如 下 的 标准 的 穿 靳 原理 .我 们 用 G,(t >0) 的 正则 
性 作 逐 次 迭代 (1.73) 的 梯度 依 二” 模 的 估计 ,证 明 序列 |x(21 依 
C([0,7T) CICE? )) 收 和 伍 .可 依 如 下 进行 : 取 积 分 方程 (1.73) 的 梯 
度 . 


t 
Vu” tD (t)=VG,* ugt k VG rx¥N(u WV))de 


(1.73) 


(1.74) 
作 佑 计 
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(Zu y] =<] VG lut [uo | L" 
+ | |l VG. WIN a PED l rdt’, (1.75) 
0 
Mh L! 估计 
| SG I i < >| al Vg tn)ldi 
né z 
` >» dont 
= | IVe de= GUD, (1.76) 
It C. >0 为 仅 依赖 维 数 d 的 常数 ,于 是 
。 Rt 
| Vut PC) |l LSC + Di | uol” 


GARDIS EES | NUUD | sar, (77) 
| oVt-r 
这 就 证 明了 Yu 在 C00,T],CC.“)) 中 .由 NN 的 Lip 连续 性 ， 
类 似 估 计 可 证 明 这 个 序列 的 C([0, T] ECC PÆ Canchy 序 
列 ,因此 uE CO, T], CIC). AR a € CICO), MET E 
Vu 的 积分 方程 ,其 中 不 带 有 G, 的 导数 .例如 


了 
V u(£)=G,* Vugt | G. * I DN(u (0 ))Vu(U )]dz , 


(1.78) 
其 中 DN(w) 表 示 NOCx) 对 的 导数 , 当 NN (a) 由 (1.68) 所 给 定 
时 , 则 有 
DN(u)w= —(1+ix)((o+ l)|u lw +aolu|2 22206), 
(1.79) 
其 中 w 为 任意 函数 .类 似 于 (1.77) 的 估计 ,此 时 在 上 *=0 上 不 再 具 
有 奇 性 .因此 wxEC([0,T],CL “)) .重复 上 述 正则 性 原理 ,从 
(1.78) 出 发 可 证 uE C0, T], CC 4)). 由 于 通过 CGL 方程 可 
知 对 时 间 一 阶 导 数 的 存在 性 可 由 它 的 二 阶 空间 导数 推 得 , 因此 
e€ C!'([0O.T],C( “)). B R3E E CGL 方程 的 一 个 中 等 解 , 必 
是 它 的 古典 解 . 综 上 上 可 得 如 下 结果 . 
定理 1.12((” 初 值 的 局 部 古典 解 ) 对 任何 o >0, 存 在 
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T(o)>0 使 得 对 初 值 coEC( S), E l uo 1, 志 6, 则 存在 惟一 的 
€C C([0,T],C( mnCCo,T]， 
C2(  4))0 1 C'([0,T1,C(O 2)) (1.80) 
满足 GL 初 值 问题 . 附 之 ,映照 uu 是 局 部 Lip 886898. C( 4 ) 一 
CAOTICO “)) .如果 初 值 a € CO “), 则 有 
€ C([0,T],C2 O 4) C100,T].C( 24))， 

一 般 说 来 ,不 能 期 望 得 到 C([0, Ti COCORA, N E 
微分 (1.79) 中 出 现 e 的 零点 将 导致 无 界 奇 性 . 无论 如 何 , 在 某 些 
情况 下 能 得 到 附加 的 正则 性 .例如 , 当 o 为 正 整数 , 非 线 性 项 为 u, 
云 的 多 项 式 ,我 们 能 对 (1.79) 自 由 微分 ,而 不 导致 任何 奇 性 ,再 连 
续 使 用 穿 靳 法 ,我 们 可 得 到 对 于 任意 1€ (0,T], 解 具有 更 高 的 空 
间 导 数 ,由 此 反复 作 几 ,可 得 到 解 ¿€ Cdo, T), C”(:4)). 另 
外 ,由 于 方程 联系 着 时 间 导 数 和 空间 导数 ,因此 和 解 也 存在 一 切 时 间 
导数 ,这 样 可 得 到 GL 方程 (1.1) 的 CC” 光滑 解 , 只 要 它 是 一 个 中 等 
解 .更 详细 地 ,有 如 下 结果 . 

定理 1,.13( 局 部 光滑 解 ) 设 o>0 为 整数 , 则 对 任何 o>0, 存 
在 T(p)>0, 使 得 对 任何 初 值 a € CO B | uo | = <o, ff 
CGL 方程 初 值 问 题 的 惟一 解 . 

uE C([0, T],C(24)) Y C([0,T]x<x `°). (1.81) 

附注 1.14 "> 不 是 一 个 正 整 数 时 ,我 们 仍 能 用 穿 靳 法 得 到 
(1.79) 的 可 微 性 不 出 现 的 零点 引起 的 无 界 奇 性 . 有 关 u. u" H 
ATF |u |u 的 第 (n + 1) 次 导数 的 最 低 阶 为 zz — n ,因此 当 oc 之 区 
可 以 控制 ,此 时 穿 靳 原理 能 用 到 n 阶 导数 , 解 u € C([0, 工 ]， 
C"*2(%4)). 这 就 导致 以 下 定理 . 

定理 1.15( 局 部 C 解 ) 设 o>, n 为 某 个 正 整数 , 则 对 任 
何 o>0, 存 在 T(p) >0, 使 得 对 任何 初 值 zeoEC(2) 且 | uo |, 
<e, FFE CGL 方程 初 值 问题 的 惟一 解 

u€ C(I0, TI, CC 2 站 CC0,T],C"+20 .4 )) 
NM CE0, TI, E. 7)). (1.82) 
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再 者 ,如 wpE CC), WA 
uE CO, T], E CIDA, T], Œ 0)). 
附注 1.16 当然 ,我 们 继续 交换 一 次 空间 导数 为 一 一 次 时 间 导 
EC il n = 2 为 偶数 , 则 有 ¿€ do, T], CC)), M n=2k 
+1 为 奇数 , 则 有 ¿€ >to, T], CES). 
附注 1.17 上 述 结果 考虑 初始 woE EL (2 ) ,此 时 半 群 
S(z) 作 用 在 L”( 1) 上 ,一 般 在 :=0 上 不 具有 强 连续 性 ,只 有 
弱 * 连续, 此 时 上 述 定 理 关 于 u 的 L” 形 式 , 例 如 定理 1.12 的 L” 
形式 能 置换 (1.79) 为 
uE C([0,T], w* -LC 4) CEO, T], 
CDAC, TECC), (1.83) 
其 中 "一 L”( 4) 表示 LOC ORAS x 拓扑. 
以 上 基本 存在 定理 能 更 精细 化 ,使 得 初 值 在 更 广泛 的 一 类 空 
间 得 到 正 时 间 的 古典 解 . (1.66) 的 中 等 解 形式 为 


ult)=Slt)ugt | S11 )N(u(r))dr. (1.84) 


对 这 个 式 子 ,显然 可 考虑 三 个 空间 , 初 值 在 某 个 空间 X , 解 在 
更 好 的 空间 Y,:€[0,TT]， 一 般 非 线性 映照 将 Y 映照 为 第 三 个 空 
间 Z. 
适当 选取 XX、Y Z, FRE X 上 是 强 连 续 的 ,映照 X 和 2 Fl 
到 好 的 空间 Y ,在 :=0 处 有 奇 性 .在 靠近 1 =0, 具 有 非 负 常数 o, 
B, 使 得 
| Syw ll yeC < wl V wEX, (1.85) 
| Sw || y <<CG l wl V e 6 Z. (1.86) 
再 设 N 为 局 部 Lip BJ, N: Y— Z. 无损 于 一 般 性 , 设 N(0) = 
0,N 的 Lip 条 件 可 写 为 
| N(ui) - N( u) il Z 
<C | u) | $ + | 到 > | 3r) | uT Ho | Ys (1.87) 
对 某 个 >0, 并 和 GL 方程 非 线性 项 (1.68) 的 o 相同 . 
定理 1.18( 扩 展 的 局 部 存在 性 ) 设 给 定 估计 (1.8$),(1.86) 
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和 (1.87) ,其 中 指数 a,B Mo 满足 


0< 妇 8< 1， (1.88) 
0<(2a + 1)a<l, (1.89) 
8+2ou<1， (1.90) 


则 对 任何 o >0, 存 在 了 (o)>0. 使 得 对 任何 初 值 wo € X, 
E | xuo lx 过 忆 , 存 在 方程 (1.84) 的 惟一 中 等 解 
aiECC0T X) CO 0.T].Y). (1.91) 
附 之 ,映照 ¿u 是 一 个 局 部 Lip HX: X> C([0, T], X). 
证 为 了 指出 如 何 应 用 压缩 映照 原理 ,我 们 首先 估计 不 动 点 
方程 (1.84) 在 Y 中 的 模 : 
| u(t) l SAG |] uo | x+ cj (11) E | a tar, 
(1.92) 
或 
t || u) ll yC || uo ll y + Cr | (t= t) A Qati) 
(e u yy) dr 


<C | woll x+C sp (e uO ay e 
t 

[ETO Dar, (1.93) 
0 


由 此 可 证 明 在 空间 已 ([0.T]) 的 可 压缩 性 ,空间 正 是 C([0, T], 
YK 


[Í <e 1! E= Sup £ | zelt) ily (1.94) 
的 完备 化 .事实 上 ,由 (1.88) 一 (1.90) 可 知 
z F (t-t) B Ct Dad 0, 0. (1.95) 


因此 ,存在 某 个 工 >0, 使 得 不 动 点 方程 (1.84) 右 端 在 瑟 的 模 适 当 
大 的 球 内 将 自身 映照 为 自身 .借助 于 Lip 条 件 (1.87) ,我 们 能 在 相 
同 假设 (1.95) 下 用 类 似 的 方法 证 明 它 是 压缩 的 . 则 由 压缩 映照 原 
理 可 知 , 存 在 不 动 点 问题 (1.84) 的 惟一 解 
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€ EO, TDECIO0, T], Y). 
最 后 ,我 们 能 证 ECO Tl Y), DWE. RARHE u 在 
[=0 上 上 的 连续 性 .首先 从 (1.84) 两 端 减 去 uso(z) ,直接 估计 在 XX 
中 的 模 , 利用 连续 脱 入 : Z~>X 得 到 
lu(r)- ao || xS SC) uo uo I vt 


| il) 
人 a(r te) yy) 


0 
SI sw- ultclul = p et Dade, (1.96) 
右 端 第 一 项 由 于 线性 半 群 的 强 连 续 性 , 趋 于 零 . 第 二 项 (2c + 1)a<1， 
因此 也 趋 于 零 ,该 条 件 被 包含 在 (1.95) 中 . 
附注 1.19 ”严格 地 说 ,我 们 已 证 明 小 空间 E010, 工 ]) 的 存在 
性 ,如 (1.91) 所 断言 的 . 
现 我 们 应 用 定理 1.18 于 GL 方程 . 如 前 , N,L 为 (1.68), 线 
性 半 寿 为 (1.69) 所 定义 .我 们 首先 考虑 初始 EL i 4)=XX. 我 
们 也 取 Z= Lr*( “),Y=L'(.“), 其 中 ;待定 ,利用 Halder 和 
Young 不 等 式 以 及 
r 之 (20 + 1)p, (1.97) 
可 直接 验证 Lip 条 件 (1.8) 成 立 . 为 了 计算 (1.85) 中 的 指数 a.p, 
我 们 对 光滑 算 子 作 L’ -L 估计 ， 


Gel r< @ le | e ge 
< || G, E Q lG, N E | w | yt (1.98) 
其 中 
1lJaO 1 1 
ka sty (1.99) 


利用 (1.71) 的 L! 估计 ,可 得 L” 估 计 


G l, < 916 zi la+ blt Dfl, (1.100) 
IT y t 


Ep a b >0, 对 于 小 的 上 有 
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|o p=00®, Gl; =OG73), (1.101) 
由 此 并 利用 (1.98) 和 (1.99) 得 到 


dl 


Kai Ce O wlr, (1.102) 
H a= 8 = A 六 1) .定理 1. 18 首先 对 应 于 r= (20 +1)p tË 


况 , 则 可 断言 存在 T>0 和 惟 -- 局 部 解 
ECO, T], LC DC TEL024D)) 
满足 条 件 (2c + 1)a<1, 即 od < p. 
因 w(1)EL ( 4)(Yt 之 0) ,我 们 能 再 应 用 此 原理 证 明 
¿€ C([0,T], Ll 7)),r,= (20c+1)"p, (1.103) 


VmEN. 最 后 ,对 某 > (015 )a, fE X=Z=L (04), 
Y=C(. 2) A u Ecd, T) ECO ")). 作 为 定理 1.12 的 应 
HA 
定理 1.20( 局 部 十 典 解 对 于 L? 切 值 ) 如 满足 
ISPL, cd < p, (1.104) 
则 对 任何 o>0, 存 在 T(p)>0, 使 得 对 任何 woE LCH 
l| zo l| eS o, TFE CGL 方程 初 值 问题 惟一 解 ， 
uC C([0O,T],LP( “)) CO,T), 
C 4) C'O O. TI, CO 4), (1.105) 
附 之 ,映照 uou 为 Lip RR: LC 2) >([0,T .Le `2)). 
附注 1.21 对 于 p 之 2, 上 述 占 典 解 的 惟一 性 可 拓展 为 定理 
1.1 弱 解 的 惟一 性 .换言之 ,只 要 CGL 方程 的 弱 解 为 古典 的 , 则 它 
是 惟一 的 .对 于 亚 临 界 情况 (ow <2) ,定理 1.20 断 音 L: 初 值 的 解 
的 存在 性 (p<2)， SAE PEN I IRRIS. EKE, RN 
以 后 能 证 明 ,对 于 临界 =c= 了 = 二, 运用 相同 的 技巧 .可 建立 初 值 问 


题 的 解 在 分 布 意义 下 HO 和 二 < aa 


附注 1.22 4 p=20o+2, Eitt 4 <24 二 ,存在 局 部 古典 
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解 .这 条 件 和 非 线性 Schrödinger 方程 
idu = ~ yAu tyi u|u 
的 H! 解 局 部 存在 惟一 性 条 件 一 致 
以 下 我 们 更 一 般 证 明 局 部 解 的 存在 性 在 H 初 值 条 件 下 . 
Sobolev 空间 H#( 2 ) 能 对 一 切 q €G R EX. S wl £) 28 BA 98 
wEL? C. 28 F K 3538, 
wlr)= > wle) wl) = | jae Sa edr, (1.106) 
EE 2 
函数 w J H: 模 为 
lula=( 22 (1800208013. (1.107) 
AE2r2! 
我 们 仅 关心 v<0 的 情况 ,因为 >Z- L. >0, 我 们 能 找 
到 p>od 使 得 Sobolev 嵌入 H° —— L, FÜ y. 到 > 了 一 +, Nt, 


此 时 的 古典 解 由 定理 1.18 所 保证 . 
Wu € HI (U 4)=X,g<0,R— EË) Y= (个 4),Z= 


LP cogi -E ),r>(20 +1) p, TE SOOM HL 
估计 ,由 (1.102), 对 r22 有 
IsQDw KEE Sw 2， (1.108) 


S(2)w= G,* w 同 F 氏 变换 得 到 最 佳 估计 
lG wlas D eD 


EE 2af 
< sp 1(1+|[8]2) ADR D aE wle), 
EE" EE 2f 
(1.109) 
其 中 w(&) 表 示 w 的 下 氏 变 换 ,G, 的 F 氏 系数 为 
EE) S Pe (role (1.110) 
在 (1.109) 中 的 sup, 可 由 对 |&1? 的 简单 最 优 估计 得 到 
| G, * w iz <[s 2) ER De a Ia (1.111) 
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对 充分 小 的 上 ,有 


IS ll Cd D1 |a | z. (1.112) 
H Lip 条件 ,r= (2o + 1)p, 则 定理 3.5 的 条 件 B+ 2oa < 1 满足 当 
且 仅 当 


>$- L, (1.113) 


我 们 还 要 检验 定理 的 其 他 两 个 条 件 , 条 件 (1.89) 要 求 给 予 r 
的 上 界 ,如 
r< 2Qgłi Dd 
(2c+ D(a -24)-4° 
类 似 地 , (1 .88) 要 求 给 予 > 的 一 个 下 界 
r>ad. (1.115) 
现 首先 给 出 (1.113),r 的 上 下 界 同 时 满足 ,为 了 技术 上 的 理由 , 附 
É > 的 两 个 下 界 ,在 得 到 (1.112) 中 , 需 设 过 2, 我 们 要 求 p21, 
即 /之 2o + 1, 这 些 联 系 (1.114) 为 


(1.114) 


2 
q> 55 11 (1.116) 
和 
d d+2 
q> PESE (1.117) 


最 后 由 定理 1.18 推出 对 某 个 工 >0, 有 一 个 惟一 中 等 解 x € 
C([0,T], YY) ,进一步 , 因 w(t)EL (. 4), YEO, T]. 进一步 
的 光滑 性 由 应 用 定理 1.20 直接 推 得 .我 们 有 如 下 定理 : 

定理 1.23( 局 部 古典 解 对 于 H 初 值 ) 设 g 满足 (1,116) 
(1.117) B. 


q>9 -了 (1.118) 


则 对 任何 ep>0, 存 在 了 (ec)>0, 使 得 对 任何 初 值 uE AOE 
l uo ll se ,存在 CGL 方程 初 值 问题 惟一 解 
«ECOTEC EDAC, T], 
CDAC, T], CC4)). (1.119) 
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附注 1.24 我 们 相信 条 件 (1.116) 和 (1.117) 是 技术 性 的 ,可 
用 更 好 的 方法 加 以 改进 . 例如 可 用 Besov 空间 . 当 (1.118) 等 式 成 
立 也 然 , 注意 到 当 s > 上 ,od 之 1,6 为 整数 .条 件 (1.118) 可 控 , 我 
们 可 证 局 部 解 的 存在 性 . 

附注 1.25 只要 作 小 的 改动 ,我 们 能 把 这 些 结果 推广 到 R. 

现 考虑 解 的 解析 性 . 

HR a € C ( ") 称 之 为 Gevrey S 类 (S>0), 是 指 存在 常 
数 o>0, M< co 使 得 对 任何 zxE “和 wuE .“, 有 


rw) lSM 2], (1.120) 
e 
RERNE RH ;符号 

la |= al = Hot Da = = Jlo (1.121) 


所 有 Gevrey S 类 的 函数 集合 形成 一 个 向 量 空 i, A G: ( T 2 ys 
示 . 它 对 乘法 和 微分 是 闭 的 .上 且 二 个 Gevrey S 类 函数 的 复合 仍 是 
Gevrey S 类 的 . 

ERRA, G ) 为 实 解析 聘 数 裤 间 C*( 4). 对 0<s 
<1,G( 4) 类 为 次 解析 函数 .而 1<<; 达 2, 它 含 有 解析 函数 . 事 
实 上 ,对 于 0<SI<S;<% 有 

GH TG CC `). (1.122) 
但 G'(…“) 的 并 集 不 属于 C”( “), 因 为 它 是 拟 解析 函数 ,不 属 
于 Gevrey 类 . 
以 下 为 了 更 方便 刻画 Gevrey 类 的 特征 ,我 们 引入 分 指数 
Sobolev 空间 Hr( 4 (rC R ,r2>:0). 
引 理 1.26 给 定 s>0,r20,M) ESC 《), 当 且 仅 当 存 在 
o,AMEf0,co)( 可 能 依赖 于 r,s 和 ww) 使 得 对 任何 nE 有 


I Ver=( >; (+ er gl? ale) l?) 
EE 22! 


<M [5 y. (1.123) 
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引 理 的 证 明 直 接 利 用 Sobolev ix A 4E EPET. 
&A=/- A, E3Ef , I ESE DJ. EBE SK BE u] H jÉ 
论 定 义 . 对 SE .0,co ) 和 参数 r, 定 义 赋 范 空间 


4 
D(e H  ))= a 6 €H( “): et [| <°], 


这 个 空间 的 函数 ,其 7 氏 系数 具有 快 于 exp 和 51 u 我 们 有 定理 
定理 1.27 对 任何 ;>0,r 宇 0 有 


G'( - “)=UD(eVC H ( - 2). (1.124) 


1 
证 $ wEDe™ HC.) ,+>0,p= 王 , 则 


| Ve (2) Dar gey (ZEL 


[HE ar eyer at 


MEGI 


1 2x 1 、 
(F) ewe li (1.125) 


ÉE M= | A Ti Il e , 即 得 (1.123) VY wEG(.*). 
另 一 方面 ,mwE G (72), IHE + >0 有 


| eA” l, == > (l+ |a; it) 


-Tory PA 


m! 
(1.126) 
S p 和 M 使 得 (1.123) 成 立 ,插值 (1.123) 对 =0 和 任何 整数 ”， 


2n ; 则 (1.126) 当 中 的 和 有 界 于 


re el wte) aM? H, (1.127) 


如 选取 N= MN, [z5] + 1, 则 此 界 是 最 佳 的 ， 其 中 [， ,] 表 示 最 大 
小 于 它 的 整数 函数 .由 (1.126) 可 得 
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W 
1 ° m ! yn 
Ieo l2 < D CR pp Ue 


< m! p” n 
ary ma D ; 
<M? > (2 ) m! i (1.128) 
BB] Stirling 公式 
1 
lim% (n!)» =] (1.129) 


在 (1. 128) 中 最 后 级 数 的 第 m 项 的 以 次 根 有 


! Pa 2 
lim 2r O D = ŽE lim = r = r. (1.130) 
<p (mE p me p £5 sO 


因此 由 Hadamard 法 则 ,在 (1.128) 中 对 任何 z < so, AROS. 故 
wE D(e'A1; H 2). 
定理 1.28 设 ;之 1,r 之 0 和 r> M D( e° :H (4) 
Banach 代数 . 它 意味 着 对 乘法 是 封闭 的 , 则 存在 有 限 常数 C(r,d) 
使 得 对 任何 两 个 函数 v 和 wED(e :H(i )) 请 足 不 等 式 
ile at (wu) ycC(r,ad)l ea lg leo | r. 
(1.131) 
证 明 可 由 厅 ( “ ) 为 Banach 代数 { ~> $ | 的 通常 办 法 得 到 . 
以 下 证 明 CGL 方程 的 解 为 Gevreyt 类 , 即 为 实 解析 的 . 为 此 


PAR || wi =l lew la. 上 w 上 上 2 可 由 下 一 节 讨 论 得 到 , 充分 
得 到 半 模 || Au |, 的 界 . 直接 计算 得 


1 z | A'u (t) | 2 = Re( | Ar etude x dz ) 
+ Re[ [Aret du A'u dz) 
= | A™”2u ll? +R] Au |2- A |; 


一 Re| (1 + iu JEZ u u) Ae^u ‘dz | (1.132) 
右 端 第 一 项 易于 估计 
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l A20 [hs Aves I vle l Avl 
< lvl I Avil, (1.133) 
其 中 v= A'u ,用 Cauchy- Schwarz 不 等 式 于 (1.132) 最 后 积分 项 得 
(A (ut uO l, Au SSC I Au é | 2622. (1.134) 
这 里 我 们 用 到 了 D(2A :HF C “)) 为 -代数 .最 后 得 
yg A ON (Rr Auo 3 | 
+E Au) 177. (1.135) 
这 个 微分 不 等 式 易于 积分 ,表明 | Au | ,在 某 区 间 z€ [0, T] 
上 保持 有 限 .给 定 o 为 整数 ,可 证 局 部 解 存在 wx(f)E 严 (ra)， 
Vr, 2>0. 
定理 1.29 设 o 为 正 整 数 , 则 对 任意 :>0, 只 要 局 部 古典 解 
存在 , 则 此 解 一 定 对 x 是 解析 的 . 


现 考虑 整体 古典 解 . 
为 了 证 明 整 体 解 的 存在 性 ,必须 作 一 系列 的 先 验 估计 .由 直接 
计算 得 


4af | u li2dzr = R| | u tdr - | | u lt2dx -| | Vu l2dz 


<R| | u dr — (| |u Pde f. (1.136) 


在 附录 中 ,已 证 对 c>0, 由 微分 不 等 式 (1.136 ) 推 出 


1 
POIN sa] (1.137) 


这 个 估计 与 初 值 uo 无 关 , 当 1 一 oo 时 , | ult) | 2—> R2s , N 
此 u(t) 22 对 初 值 和 时 间 是 一 臻 有 界 的 . 当 od < 2 时 ,定理 
1.20 推出 CGL 方程 对 任何 初 值 wo(x)E L2( …4) 具 有 整体 古典 
解 .但 当 od >2 时 , 则 必须 控制 | < (2) 2. 

直接 计算 LP 模 得 


各 | iulrdr=R| u dr | [u| t Pdr 
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十 Re| lul’? ?u "Aude ) -vml| |u!? 2u “Audz ), 
(1.138) 
当 p2, H v 满足 
ly] < 7 (1.139) 


时 , 易 证 (1.138) 右 端 最 后 二 项 为 非 下 的 .于 是 忽略 这 二 项 ,并 由 
Halder 不 等 式 可 得 


` ` b+t2g 
L4 | asa] uide- (| tuld), 0.140) 
附录 再 次 给 出 一 致 上 界 
L 
l a(z) |l < 28] (1.141) 


整体 古典 解 的 存在 性 ,在 亚 临 界 情况 (cd <2), R p= 2 由 定 
理 1.20 所 保证 ,在 临界 情况 (od =2) , 仍 满足 a d< p 且 (1.139) 辐 
时 成 立 ,选取 p 接近 于 2. 在 超 临 界 时 (od >2) ,我 们 能 选取 户 充 
分 接近 于 od ,使 (1.139) 成 立 , 对 于 可 能 的 y ,我 们 于 是 有 

定理 1.30 对 o>0, 广 义 CGL 方 程 有 具有 C 初 值 ,如 果 q < 
2, 或 od >2 B. v 满足 

2 -1 
| <2 a1, 

则 存在 惟一 的 整体 古典 解 . 

对 于 超 临界 情况 , 仅 当 满足 (1.142) 时 ,存在 整体 古典 解 . 

附注 1.31 当 整 体 古典 解 存 在 ,估计 (1.141) 表 明 吸 引子 被 


限制 在 LC 满足 (1.139)) 半 径 为 R 的 闭 球 内 . 进一步 ,估计 
(1.142) 与 初 值 无 关 , 这 意味 着 在 任意 短 的 时 间 内 ,一 切 解 进入 有 
限 半径 的 某 个 球 内 . 
进一步 估计 H! 模 , 设 
œ, d=182, 
lp<) 2d 
be 


(1.142) 


1.14 
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让 md<p,d<2+ 二 ,co 之 本 ,由 定理 1.15 保证 解 的 光滑 性 ,可 取 
梯度 . 直接 计算 得 


4f vular=R|| | V u|? dx - | lâu dz 
+Re[| lu |?u" Aude) + aim | ç 22 Aude). 
(1.144) 
上 式 右 端 最 后 二 项 类 似 于 (1.138) 右 端的 三 项 , 作 类 似 处 理 可 证 当 
| | 2211 (1.145) 
时 为 非 正 .此 时 忽略 这 些 项 ,利用 Cauchy 不 等 式 可 得 
id > 2 | Vu KO 
L4 || Yul de<R | 17124 [iu Paz 
(1.146) 
由 于 (1.137), || u 站 .2 有 界 , 再 利用 附录 可 得 
gtl 
vu oR) (Ka) (1.147) 
其 中 中 可 用 超 几 何 函 数 下 表示 
Dlo, Ri)= + 一 一 (1.148) 


P(11,2+ Te wm) 
函数 Dlo, Rt) H t 的 单调 减少 函数 , 且 有 @(c,0)=2(1+c)， 
(a,00)=2. 因 而 (1.147) 给 出 了 上 Vu | 1 一致 的 界 便 类 似 于 方 
程 (1.138) 的 L# 合计 . 

定理 1.32 设 >+ „d<2+ Ê , 则 县 有 C 初 值 的 广义 GL 
RREI METUR, 如 果 如 下 条 件 满足 : 
上 二 pr < 2211 


ln-v| 


(1.149) 
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其 中 GAY 满足 表 1.1. 
表 1.1 GL 方程 整体 解 存 在 性 的 限制 


o=1 |- os=2 a23 
_ | .. L 
|| <2 lm 
o! REMO | RRM atw “= 
| la vl š 
I | | “<3 或 
d=2 | 没 限 制 | s x. ltuy < 2811 
| CoE | bel 5 
| v| </8& a x l 一 
d=3 i < l. |< < 
t Yi -4 . 


超 临 界 d=3,o = 1 的 图 ( 见 图 1.1). 5E 2< od <2 + 2o 类 
似 .1+ 20 时 为 调制 稳定 性 . 


y 


图 1.1 超 临界 OGL SSEM, d=3,0=1 
为 了 证 明定 理 1.32 ,利用 如 下 估计 . 
引 理 1.33 Xf p2, u EH? ONLY C 4), 如 下 不 等 
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式 成 立 
(Re(| jul? 2u" Aude J) -ee f ju]? 2u” Aude| 
(1.150) 
(| ul? ata dÍ] <A | ui? ĉu" Auda |. (1.151) 
证 通过 分 部 积分 可 得 
2 | ude ?uAude= -p| lui”? Vul?dz 
-0-2 | lu PAG Au V udr. 
(1.152) 
对 于 “天 常数 ,上 式 右 端 第 一 项 为 负 的 ,而 第 二 项 其 模 因 子 不 大 于 
Da 


f |u|’ 2u*Audxr= — | lul? 2u "Audzr exp). (1.153) 


RIR 0,10| < 于 使 得 1sin61<2 了 2 或 o 022 EE a o 的 
三 角 界 (trigonometric bounds) ,得 到 界 (1.150) 和 {1.151). 
定理 1.32 的 证 明 . 计 算 


F= | (19u? + Ei )dz, (1.154) 
对 上 求 导 数 , 可 得 


了 至 =R| Vult elul Ddr 
- | Uau]? + elui? dr + +e) 
-Re(| [u|”u* Audz ) + (yg -pw)im(| |u [u * Aude}. 
由 于 


一 | dau +tplule are 28 | | u|u" Auda), 


(1.155) 
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可 得 微分 等 式 ( 利 用 引 理 1.33) 


1E R| (Vult Plu P dr- (1-2) 


| (JAul? + pl ult de 


— (2kg + ( I+ apas, I 
|z al]! ja Audz | (1.156) 
0<A&< 1 ,选取 8 使 得 上 式 右 端 最 后 一 -项 系数 为 负 . 当 pw 之 0 时 是 
对 的 , 当 jw <<0 时 ,无 损 于 一 般 性 , 设 >>0,v<0. 取 k=1, 则 条 件 
28+ (1 re l- cu- R0 (1.157) 
取 最 优 8 ,得 到 双 典 参数 区 域 (1.149) , 则 可 得 到 下 随 * 指数 增长 
和 整体 古典 解 的 存在 性 . 
附注 1.34 对 于 (1.149) 作 为 严格 不 等 式 的 kw,v ,我 们 能 取 


<1, 由 以 下 方式 得 到 H! I LO 模 的 估计 ， 
recif) tae 人 人) 


(s + 1)° (c + 1) 
(fiera la) e Pef dr 
+ elult? dr. (1.158) 


在 第 二 步 中 ,我 们 已 用 了 分 部 积分 和 Cauchy — Schwarz 不 等 式 于 
第 一 项 和 第 二 项 ,选取 8 使 得 (1.1S7) 为 严格 不 等 式 , 则 下 满足 微 
分 不 等 式 


IdF 


_ (o + 1) F? 
2 dr S(O tI)RF- 01-8) 


(o+ Def lu ldr 


(1.159) 

(1.3D || u | RA, AER PR E , g 
o+ i 
、 (c+ 1) + 8 R. pg 

F< (C OG im) ， 


(1.160) 
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其 界 随 R 增长 (一 co) ,如 同 (1.147) 中 的 界 ， 


现 考 虑 整体 Sobolev 界 . 
记 
Vn | =V "u Vu, (1.161) 
直接 计算 
La gra l3, R| Vu |. -| V" "ull 
a) (1.162) 


右 端 第 二 项 可 由 Sobolev 不 等 式 佑 计 


4 


IVre lv ul Iy p ü (1.163) 


2 


Kai a a u ||? 
20p/p- ad 


+C(G) || V”u 1 lalu ， (1.164) 
(1.164) 将 在 引 理 1.38 中 证 明 . 选 取 8 >0, p>od, 9,8 =]1+ 
“ 我 们 能 从 方程 (1 .162) 得 到 


2op/p od 
£ i yru IP < (2R+Cllulli )* | V "u |, 
zluta) 


=. (1.165) 


| V "u ú 


I ul 


利用 (1.137) 中 由 ul 全 亲近 上 式 右 端 最 后 一 项 . 当 p > 
od , 则 可 得 到 整体 H" 解 (任意 n). 

定理 1.35 ”对 一 切 正 整数 d.c Mn ER p> od , 4 uy 位 
于 参数 平面 内 使 得 具 L2 初 值 的 CGL 方程 具 L 一 致 有 界 , 则 这 些 
解 是 整体 的 和 光滑 的 (z>0) ,它们 的 H 模 对 一 切 初 值 一 致 有 界 ， 
当 ! 一 ce 时 ,满足 微分 不 等 式 (1.165). 

附注 1.36 Æ 1.35 表明 GL 方程 具有 紧 的 .整体 吸引 子 . 
d=1,2,CGL 方程 具有 惯性 流 形 ,对 于 d >3 仍 为 公开 问题 . 

为 证 (1.164) ,需要 辅助 引 理 . 
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引 理 1.37 对 一 切 正 整 数 d,o 和 ,如 下 不 等 式 成 立 ， 
| vu Vu dr| SC) i V" h Wu H 
(1.166) 
Hop 
trisi, ISq uK. (1.167) 
E 将 绝对 值 移 人 积分 内 ,对 了 "(| wu” B Leibniz 展开 ,再 
用 注 角 不 等 式 得 


2a+1 


| veal) vr de < = Aa | | V "ul lI KZ puldzx. 
“EN zat 
(1.168) 
对 于 给 定 的 多 重 指标 Q, |a |= =u ,定义 >q; 为 
a; 1 1 141 
0 03+ oz (1.169) 
它们 满足 
90- 人 1 1 SdL ttai (1.17) 
n '2q 全 q; q r ` 7 


W .168) 右 端 相应 项 可 用 Gagliardo 一 Nirenberg 插值 不 等 式 和 
Holder 不 等 式 估 计 


25+1 


fi veui {li Yiu dr < < || vl, 站， Vu lis 


J=1 


< | V "u | efis | Vu l? a lulus 


= C || V "u !2, | u |. (1.171) 
最 后 代 人 (1.168) , 即 得 所 要 结果 ， 
引 理 1.38 ”对 一 切 正 整数 d,o 入 ,任意 p>ad 和 6>0, 有 估计 
| V” |u! u) Yu” dz 
op 
<s il vi | + C(ó) || Vu 1 lui Py (1.172) 


证 用 G-N 不 等 式 估 计 (1.166) 右 端 ,再 用 Young 不 等 式 
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| vy "(| ul) v. u ‘dr 
SC vr | yu | “I u | is a 
< V” l, I2, + C.( ë) | So u P lu u |i, (1.173) 
其 中 2 一 和 S 证 p=2or , 即 得 引 理 结论 . 


定理 1.39 对 于 正 整数 do, 任 们 ;> 所 ,p>ad, 其 中 yp,v 在 


参数 平面 区 域内 使 得 OGL 方程 具 L 初 值 的 解 具有 L 一 致 界 .这 
些 解 是 整体 的 , 实 解析 的 (1 >0), 进 -- 步 ,存在 Ts 使 得 ult) E 
DHC “)) 的 模 一 臻 有 界 ,对 一 切 初 值 ,TE[0, Trl MT. 


附录 关于 微分 不 等 式 的 积分 


设 FUZO 满足 微分 不 等 式 
dF 


q aDF -bH F! S, (A.1) 
其 中 s>0,b(:)>0. h Bernonlli, 引 入 变 元 Y= 下", 由 (A.1) 可 
得 线性 微分 不 等 式 

dY alt) Y+ blt). (A.2) 

dz 
用 exp | > (z”)dz” 可 得 


4 [ Yexp| sa (”)d/” )> sb (t) exp( | sa ar) ， (A.3) 


积分 (A.3) 从 0 到 1 得 
Y(1) > Y(0)exp| - [Car 


t bep- aar )ar, (A.4) 
忽略 含有 Y(0) 项 可 得 


1 


F(t) < c| sb( )exp| ~ | aO) `. (A.5) 
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S2 局 部 空间 上 的 Ginzburg-Landau 
方程 的 Cauchy 问题 


我 们 考虑 在 局 部 空间 上 Ginzburg- Landau 方程 整体 解 的 存在 
性 和 惟一 ia 所 谓 局 部 空间 X... = Xel) 是 指 
œ = lu:u EX(B), 对 任何 球 BE€ "|， (2.1) 
up X WI 攻取 或 其 他 函数 3 间 ,也 可 定义 局 部 一 致 空间 XL... 
为 
Xk... = lu: | u: Xi a | = sup | z: X(B(z,1)) < co， 


XER” 
(2.2) 
这 里 B(x ,k) 表示 "中 以 xz 为 中 心 ,以 有 为 半径 的 球 . 
考虑 一 般 GL 方程 
du = yY u + (a + ia)Au — ( (b + iB)f(u), (2.3) 
其 中 u 为 复 值 函数 ,定义 在 x + 1 RRAS eA Agp 
的 Laplace 算 子 ,a ,5b,a,B,Y 均 为 实 参 数 ,y 宇 0,a > 0,6 > 0. 相 
互 作用 项 Cu) 为 u 的 非 线 性 函数 ,典型 的 如 
flu) = ulul”. (2.4) 
设 fu) 满足 以 下 条 件 : 
HO LECC, ),f(u) 具 形式 f(u) = ugl wu 上),g 为 
SERBE WS z. 
e < g(o0) < C(1 + 2), (2.5) 
对 某 a (0 < o < c), c 2 1.Vo: > 0. 
(H) f€ C( 7, ).flu)= ug wu 1 ),g 为 实 的 ,对 大 的 
p MEg) - og (o) > 0 H 
limsupo | g (o)l[g(o)+ og (o)] = 7 1; (2.6) 
I o > 0 成 立 . 
(H) FEC( ，), Au = ugl u |),g 为 实 的 日 满足 
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ig(p)it+olg (op) se C(I + o), (2.7) 
对 某 c > 0, c > 038 Vo RORI. 
现 考虑 L? 上 的 估计 和 人 解 的 存在 性 . 


A 
7 


G(o) = | sg(o dp (2.8) 


引 理 2.1 设 / 了 满足 (Hi H. 
u E Lu (I, H!) Q La (1.252 IC l, (2.9) 
并 满足 方程 (2,3) , 则 除了 时 间 上 一 个 零 集 外 ,we E C(I,L2) 且 满 
EFA 
lu(s)] 3 - Haul) = | i2y luil -2a | Vul) 3 


l 


>| lugi u 2)de da, (2.10) 


Vi, € I. 
证 (2.10) 写成 微分 形式 为 
J, u ll = 2ylul]j3-2al Vul 
-26| lu g (I u dx (2.11) 
这 在 形式 上 可 从 计算 2Re( u ,(2.3)) 得 到 ,真正 的 证 明 如 下 :从 方 
程 (2.3) 和 (2.9) 以 及 假设 (Hi ) 有 
Ə € LEITH 1) + LE (T, LS) C LAO, HN), (2.12) 


对 任何 N > .S = (2c+2)M2c+1) B[11,8|BE1.2,p.249] 
推出 lu) E CU, *). 且 (2.10) RZ, I — rt € I. 
特别 地 ,wx € CRO, L?) 连同 (2,12) 推出 € C(1,H-N), 这 就 
得 到 we Cw(1,L3)[11, 引 理 8.1,p.2971, 连 问 L? 模 的 连续 性 推 
H u € C(I,L2). 
在 假设 (Hi ) 下 ,等 式 (2.10) 提供 了 解 < 的 一 个 先 验 估计 
u € LÈC,L N LEG, HD NQ LEP, L 2622. 
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命题 2,2 j WEH). uE L , 则 方程 (2.3) 具有 一 解 . 


+ , L 2912) ， 


(2.13) 


25 +2 


u EC LONLG t. H'D L 


具 u(0) = ugo, u 满 是 (2.10), Y4 2: 0,,, > 0. 

这 是 标准 的 紧 性 结果 ,可 用 Galerkin 方法 证 明之 . 

引 理 2.3 i WEH) E 

u € Li (I HI) Q LEPU, LE, IENE 
满足 (2.3) , 则 对 任何 PE CCO”, ) 具有 紧 支 集 ,u 满足 等 式 


le) 3- lea N3 = [127 1 p0 3 AA 


-4Re(a + ia)(u V ppVu) 26| | u PgC u Pdridt, 
(2.14) 
Vit € I. 
证 ”等 式 (2.14) 可 写成 微分 形式 
3, || gu 15 = 27 || eu |3 -2a l ovul? 
—4Re(a + ia) uV g, g V u) -2| 8 lu l°g(l u Pdz, 
(2.15) 
形式 上 可 由 计算 2Re( gu , pg(2.3)) 得 到 ,实际 证 明 类 似 引 理 2.1. 
引入 常数 
C = | oly, 


je/Aat+l) 


G = I I Yo aaa 
C; = 2[y —a l(a — a2)co /el, 
c, = e [8] = 1 (5) 
a 2 
y(t) = || gul) |5. (2.16) 
引 理 2.4 设 f WE), u 为 (2.3) 的 解 且 满足 (2.9),1 = 
[0, 丰 .又 设 pECI n. O RARER, GU = 1,2,3,4) 和 
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y(t) 定义 如 前 , 则 
(1) 如 y(0) 达 C4, 我 人 有 y(t) < Ca VETI, 
(2) 如 v0) > Ca RIA v< aU), V: € I, 
这 里 
$3(1) = vy(0)lexp(- Czat) 
+ (vy0) /CI) [1 — exp (~ Cot) |} 1. (2.17) 
特别 地 ,5(t) 指数 衰减 到 C. H. 
$G << GLI- expl- Cor] 3, Yt >0, (2.18) 
并 对 y(0) 一 致 成 立 . 
证 ”从 等 式 (2.12) 开始 ,由 Schwarz 不 等 式 有 
-2a || Vu | 3- 4Re(a + ia)(u V p,oVu) 


= 2a l(a + a) ll uVo l3. (2.19) 
定义 
fe pat 2 
= jjo i . (2.20) 
由 假设 (Hi ) ,我 们 估计 
- 2f g? lu l2g( | u 7) < 2b, (2.21) 
由 Hölder 不 等 式 有 
a/le+i} o+ 
lolas ife el, (2.22) 
Rp y < Cix, 辣 理 
luvoli< fp? ve ie 
2 3042 tA 1) 
. IË |u 1° | = C>zx. (2.23) 
联系 (2.14),(2.20),(2.22) 一 (2.24) 可 得 如 下 关于 y 和 zz 的 不 等 式 
ya) Ciz(t), (2.24) 


yta) — v(t) <Í ` 12 yy + 2a l(a2 + a2)C;z — 2bz%*!} dt. 


(2.25) 
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引 理 2.4 的 证 明 还 需要 如 下 的 引 理 2.5 和 2.6. 
引 理 2.5 ia >00, x >0, 则 ODE 
Iy = AS ~ sU! (2.26) 
B SO) = sa SoS) 为 
y(t) = Solexp(— àt) + 7 LL ~ exp( — Aot) he, 
(2.27) 
其 中 7 了 = (A Za) 为 使 (2.26) 右 端 为 0 的 > 值 .对 2 > n(< q, 
= PRESU) > 7, = 9). YI > 0. H s(:) 是 指数 减 
少 -> 7( 增 加 ,常数 ),t — %. 
证 明 由 基本 计算 可 得 . 
3182.6 WO< < A, t >0,1E[0,T],y € C|, 7) 
H y0) = yo,x E L(I, 3 t) 满足 如 下 不 等 式 
y(1) zu), (2.28) 
yta) — y(t) < —y)y+ yz 一 uč] dt (2.29) 


HH t tt € L. Sr. ÑA M]. (e) < s(r), Yt E71, 其 中 
5 为 ODE(2.26) 有 具 初 值 为 > Oop) 的 解 ， 这 里 p = 
[Ao + DTO 为 使 (2.26) 右 端 取 最 大 值 的 值 (注意 po < 7). 

证 Ü €I, > 10, 我 们 要 证 ya) <l). S to = sup 
li Kt yO LKI M = z Mh > AEREA @ (z) < 
J). A to < tM yC) = Fto) ya ) > RE) to St. 
H (2.29) M yS COA 

y(t) 一 y(t10) = | ia 一 v)y + yz -- p£! Jdr’ 


0 


<| [Az(t) — pt Jd, 
现 对 一 切 £ e€ (to 有 
z(t Sya > ys) 之 70- 
最 后 不 等 式 是 由 y > 70 和 引 理 2.5 得 到 ,由 于 


I = yo) < [as = Dde = 3U) = 30o), 
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因 y(10) = 35(10) Ay O SKa AETAT ta < tyl) > 
了 (7) 的 , 引 理 获 证 . 

现在 可 得 引 理 2.4 的 证 明 . 充分 调整 常数 4,xn,v 在 引 理 2.6 
中 ,使 得 能 应 用 此 引 理 ,可 取 X = Ci, = Ca. 

引 理 2.7 设 六 wx ,9p 满足 引 理 2.4 的 假设 , 则 u 满足 估计 


[la leva l+ 26]@ l u gG u D) dr < | gela) | 
t 


-gee Bt) yl gul) l3 tda (a+ aD) |l u(t) Vo l3], 


(2.30) 

Vo ET,t St. 

证 ”这 个 结论 直接 来 自 (2.10) 和 不 等 式 

一 4Re(a + ia)(uVop.pYu) 
<a || pV u |3 + 4a l(a" + a?) |l u V e l3. 
命题 2.8 B /满足 (Hi) ,wo € Li., 则 方程 (2.3) 具有 一 解 
u € Ct, LE) N Lil ,HY) O LEPC t Le?), 
(2.31) 

具 初 值 u (0) = wo, 对 任何 pp € CO”, DO 具有 紧 支 集 ,C, < 
co, HXI t 20, 20, u 满足 等 式 (2.10). 进 一 步 4 满 足 引 理 2.4 
和 2.7 的 局 部 估计 ,wx € L? (Lto), Lixwm), Vto >O. 

证 设 4 人 1 委 i<oo, 为 尺 " 中 "盒子 "的 增加 序列 (例如 可 
取 4; 为 半径 为 2' 的 球 ). 令 uo 为 wo 限制 在 A; E, u, 为 方程 (2.3) 
具 初 值 uo; 的 命题 2.2 所 得 到 的 解 . 让 

X; = L%([0,2],L2(A;)) N LOX), 

H!'(A;)) N LO, 2], L2232(A;)), 

则 由 引 理 2.4,2.7, 和 假设 (Hi) ,对 固定 的 j,i ui1;>; EX, 中 有 界 . 
由 紧 性 原理 和 对 角 线 选取 ,从 序列 | wx, | 中 选 出 子 序列 使 之 在 X 中 
BB * 收敛 于 某 个 (Yj)， 

u E LCt, Li) LEC HL) A LEER +, L), 
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由 标准 的 原理 可 知 ,u 满足 (2.3) 及 初始 条 件 x(0) = uo. 命题 的 
最 后 提 法 来 自 引 理 2.4 和 引 理 2.7. 

现 来 证 明 在 Lie 中 解 的 惟一 性 . 

选取 特殊 函数 go E Cr, IOS polr) Kl, Yr EE". 
"412 l< 1HBF, polr) = 14| + (Z22 I.e (>) =0. 以 = 表 
示 在 “平移 wu € Lk. 


Yeu) = sup l (r.eo)u ||3. (2.32) 
fE 2.9 设 f 满 足 (Hi) ACH), + 
1BI<obvV20 +10, (2.33) 
让 wo € Li Mol, it 
Ya(u0) < Aexp(expB#").o = 1, (2.34) 
Yi(uo) < Aexp( Bb), a < 1, (2.35) 


其 中 A,B 为 正常 数 , 则 方程 (2.3) 具 初 值 uO) = u fff u, 
u E Lel t Lood N LE HL) N LEPC +, LRE). 
证 存在 性 由 命题 2.8 和 引 理 2.3,2.4 得 证 .我 们 仅 需 证 明 
惟一 性 . 设 ul 和 uw, 为 方程 (2.3) 具 同 -~ 初 值 wo 的 两 个 解 ,我 们 将 
证 明 uy - wu; 的 L? 局 部 模 为 零 . 设 pE C01( Q 1+), 如 同 引 理 
2.3 相同 的 证 明 ,41 ,wu 满足 等 式 
d, [ plu ~ to) | 3 一 27 | plur- uz) É 
~ 2a || eV (ui us) ll} ~ 4Re(a + ia) (ul - u.) go, 
pV (uy — u2)) — 2Re(b + ¿B)X@(u) — w), 


flui) — flu). (2.36) 
利用 Schwarz 不 等 式 估计 (2.36) 右 端 第 二 项 ,第 三 项 辕 于 
2a l(a" + a2) -eoll3， (2.37) 
利用 Fu) = fn) = | Ga ua)(g(p) + g loe 
+ (下 一 jet (Co)ldA, (2.38) 


其 中 u = AUl 十 (1 一 入 ) ua，0 =| u (2, BEES(2.36) 最 后 一 项 为 
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1 3 了 
— 2Re(b + imf afeli ul ~ u (glp) 
P s 
+ og (o) + (ü | -WV ug tp)]. (2.39) 
让 g 和 8 选取 得 使 该 项 为 负 , 事 实 上 ,如 g(p) = e ,在 (2.39) 积分 
中 的 幅 角 9 满足 
| sing IS supog (olg(o)+m (o)l! = o/(o — 1), 


(2.40) 
整个 表达 式 是 负 的 ,如 果 
| arg( + ug) |+ arcsin[; 2 ]< 3. (2.41) 


这 等 价 于 | 8 l< b 26 + 1. 
在 更 一 般 的 假设 (Hz) 下 ,定义 为 
I|8Ii<b (c +e)+l(G +e), (2.42) 
H (2.6) 可 知 s > 0, 由 (Hz ) ,能 分 解 g = gtg ,其 中 
plg (o) [g, (p) t pga Co) 
<lo telo tea l) Ype t. — (2.43) 
g- 具有 紧 支 集 ,g _ (o) = 0,0 之 wE ES 的 贡献 是 使 
(2.39) 为 负 . 用 以 前 的 原理 ,将 ce“ + e 代替 以 前 的 c, 而 g_ 的 贡献 
在 于 可 为 下 式 
2lb+iñlsupilg (p)l+2ol g. (@) Itil glui- uz) l 
(2.44) 
所 估计 .将 (2.37),(2.44) RA (2.36) 可 得 
3 || glui- u H5 27 l| plui u) i3 
+2a (a + a) || Cui- u) Volh, (2.45) 
这 里 常数 y 仅 依 赖 于 方程 ,不 依赖 o, ui, uo. 在 球 的 增加 序列 中 ， 
我 们 将 用 (2.45) 去 控制 u, ¿> BI L2 局 部 模 . 
Ë Ro >0;,0<r<lR = Ro + jr,0=<; <k, k HEEK 
数 , 令 尺 = ROLE 委 ) Sk) 定义 如 下 : 
oz) = 1.1 zr I< R... 
plr) = gol rlr +irli 一 RMrlzii 1 æ> R; 4. 
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因此 当 x M R- MWE R BE, g 从 1 变化 到 0 ,进一步 设 
olr) = 1,r € suppp-ill EE), 
Zeg llo ry op, | 。. 
让 Hia: Ra Sl I< R; 的 特征 函数 , 它 含 有 V o 的 交 
Q = İl glui) u(t)) | jexp(- 2rit), (2.46) 


S(t) = æ fuilt)— u(t)) |l 3exp(- 2r12). (2.47) 
M (2.45) 和 前 面 的 定义 得 
IGG) L Csr PSU) << Csr? Qal), (2.48) 


其 中 Cs = 2a! (a? + a?) || V goll 3. Q; (0) = 0 ,Yj. 因 为 
1 us l-o = 0, (2.48) XJ i RIG = 1,2,……,) 可 得 
Qilt) < [Or Ys dd 
LaL <<< Ct =l Ls (ar. 
(2.49) 
区 域 R, <lr !< R, BES H IR 446 25 1 RAEN. CAH 
界 于 CR! (r < 1), C 为 绝对 常数 ,于 是 
k t ú . 
QG) < CR Cr r | a Yr(ui(t )— ualt )). 
(2.50) 
对 于 固定 的 R MR (2.50) 中 的 积分 与 & 无 关 , 我 们 选取 上 
使 得 因子 
(Csr 7t)? _ [Cs(R 一 Ro) 28212 
(k —1)! (k -1)! 
< b[Cs(R - Ro)? tke }* 
_ (R- Ro) T (R- Ro) 
(-k) _ 9 | Ro 
< kexp E Cse*t exp. Cse2t 
为 近似 极 小 ,k& = (R - Roy Cst). 运用 引 理 2.4, 特别 是 
(2.18) 估计 (2.50) 的 积分 项 ,利用 该 引 理 对 于 平移 o 的 不 变性 可 
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(2.51) 


得 

Ye) — u(t )) S2] Ypa; (£ )) + Yr(u(t ))| 

< 4Yk(u0)exp( Cyr OLI + CYR) /C3) Cor ] $ , (2.52) 
这 里 常数 C, 和 C. 与 po 有 关 . 

将 (2.51)(2.52) 代 人 (2.50) 可 得 基本 估计 


oR- RY (R = Ro) 
"pn 1 ` ° o ooo -a 
Q (t) < CR (Cet) exp Cert expl C3t | 
t dz’ „34 
<f S Yeluo N + (Ypf) Ca) Cot ] o. (2.53) 


对 o > 1,(2.53) 右 端 最 后 积分 可 用 Yk(uo) 一 致 估计 
| dC (Cia) sr = CCo) rola — DT 
Q R— œ, Ro PE i Q (2) = 0.V > 0, 及 一 切 Ro, 因 此 
ul = u°. 
xj o = 1 积分 变 成 
Ju 'déYa(uo)l1 + Yetu) Ci Car T 
= C4C3!t !log[1 + Yr(uo) Cy!C,st]. (2.54) 
将 (2.54) RA (2.53), $ R — œ, R, 固定 ,对 充分 小 的 £, 有 
Q, (z) = 0. 因此 ult) = ualt) 对 小 的 t 成 立 (在 假设 (2.34) 
下 ) ,可 直接 延 拓 对 任意 £ 成立. 
最 后 o < 1 ,积分 可 估计 为 
r Yr(uo)[ (Yrp(u0) /Ca) (36) faa + oi 
= (I — o) OC Ygl uo) ls, 
在 假设 (2.35) F ,结果 即 得 . 
现 考虑 在 L (r > 2) 中 解 的 存在 惟一 性 . 
51 2.10 i SWE), «u 满足 
u € LEC HLO D LE CT, L), | u lu C L&C, H’), 
(2.55) 
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其 中 CC „u 满足 (2.3), 则 w € CO L) 且 有 等 式 
[asno G) -antetnD) = det27| dah to) 


- 26| do togt) — 2Re(a + ia ) ar[ (htp) 


to (o)l Vu Ë+ h (pv uu) Et)， (2.56) 
这 里 =l ul, Ytst E11,H(p) = ol/ +1,h(o) = 
H'(p) 一 et. 


证 ”等 式 (2.56) 的 微分 形式 为 
0, drH(p) = 27| dro (o) 一 2b| droh (o)glo) 


- 2Rela + ia)|dz[(h(p) + oh’(p) 1 Vu 12 
+ h (oRv uu)), (2.57) 
可 以 由 计算 2Re(h(p)u,(2.3)) 和 分 部 积分 得 到 . 
引 理 2.11 设 f 满 足 (H),a 满足 
le | Za < VkR+1/k(a2Vr -1/(r -2)). (2.58) 
# u H(2.3) 的 解 ,满足 (2.55), 则 u 共有 先 验 估计 对 应 于 空间 ， 
u € L?(1, L) Q L(I, L22227), | u ltu € L2(I,H1), 


uD E L. (2.59) 
证 ”首先 注意 到 
ws:HiN?= lu]; + vu itu) ls 
| witvuls vu lu) l> 
<(k+1)| t ultVu lla. (2.60) 


利用 等 式 (2.56) 的 微分 形式 (2.57) 有 
Ck + DA, hull = 27 u liy- 26) dr gCo) 


~ 2ae || | u FS u ]|2 — 2Re(a + ja) | dz[ (k +1 


— e) Vul? + ko HGV u 32], (2.61) 

其 中 e > 0 适当 小 ,如 同 命题 2.9 的 证 明 ,(2.60) 的 最 后 积分 是 负 ， 
当 
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| a | Za < [(1 -e)k + 1 - e)]2 /b, (2.62) 
特别 在 假设 (2.58) 下 ,s 充分 小 , (2.61) 右 端的 第 一 、 二 项 能 用 
L (Lr') 模 控制 , 第 三 项 能 为 模 Lost. (L) 所 控制 (在 假设 
(Hi) 下 ) ,第 四 项 能 为 | u ltu 在 L>(H') 的 模 控 制 . 

通过 这 个 引 理 ,可 得 到 L 解 的 存在 性 . 

命题 2.12 设 了 满足 (Hi),e 满足 (2.58). uo € L, WDA 
(2.3) 县 有 一 解 

u E CO LON LECT, Hb) N LER + L+), 

|u u € LR ".H!), 

H u(0) = uo,u WÆ(2.56), Yz, 22 0. 

证 ”这 又 是 一 个 紧 性 的 结果 ,分 两 步 证 明 . 设 序列 |e,| — 0， 
例如 e = 2 ,考虑 正则 化 方程 

du = Yu + (a + ia)Au - (b + iB)ug,( u), (2.63) 


这 里 g(p) = [r] 考虑 lv EL? N LO 中 收敛 于 wo, 在 
L 中 强 收敛 于 wo ,如同 命题 2.2 ,我们 证 明 对 每 个 ) ,方程 (2.63) 
当 s = eju (0) = u 具有 一 解 
uj E CCX *,L2) N Li C t H). (2.64) 
由 于 g 换 成 ge ,我 们 未 知 u € LEC t L26522) Rra, rA 
(2.3) 可 写成 积分 方程 形式 
u(t) = U(r)uo— (b + iB) de UG -t )flult)), 
(2.65) 
其 中 UU) 表示 单 参数 群 , 它 是 线性 方程 
du = yu + (a + ia)Au (2.66) 
的 解 . U (z) = exp[X + (a + ia)A). U(t) 的 L” 模 对 :一致 有 
界 . 且 wo € L°,H(H,) 
g&o) SCU +e) (2.67) 
对 p 一 致 成 立 . 由 Gronwall 不 等 式 , wu ELEC t. L”) EB 


. 289 > 


(2.64) 推出 € LEC 1, LY), l u lu, € Li (3 t, HI) AF 
别 u 满足 引 理 2.10 的 假设 (2.55) ,g > g .我 们 得 到 一 个 先 验 估 
计 一 致 对 了 成 立 , uy € LRS HL), u € LO t. H!) H. 

q = (l+ e la POR E LRC +, L). 
进一步 由 uE L 推出 woE LV; 因 此 由 引 理 2.7 可 得 先 验 估计 . 
对 于 -一致 有 ELC +, Hi&). 由 标准 的 紧 性 原理 ,能 从 iu;| 中 
选取 一 子 序列 ( 仍 记 为 i ui), 使 得 依 弱 * 意义 下 收敛 于 某 个 uE 
LEC L) LES Hi) Hillu tu, 收敛 于 某 个 函数 vl E 
Li < ',H'), Uige (l u; [WAP nE Lil. Ls 
(2g + r)/(20+ 1). 

进一步 u 满足 方程 

du = Yu +(a+ia)Au - (b+ iB)o2, 

其 余 的 证 明 是 标准 的 ,特别 从 第 一 个 收敛 性 推出 u; 的 子 序列 几乎 
处 处 点 8 收敛 ,因此 v= | ol 名 ,= (uw) 等 . 

引 理 2.13 it f WEH), «u 满足 方程 (2.3) , 且 

uE LL (I, HL) LE (I, LR), ultu € LL(I,HL), 

(2.68) 

Wj u E€ COU, Li) HEK oE C 5 OREBE, u WE 
等 式 


[PHG 一 [eHe = [Parir pwdo) 


一 25| gh (o) (o) ~ 2Re(a + ia)| pl (np) 
+a (p))i Vul? + h (o)uVu)] 
一 4Re(a + ia) tuh(p)V g, oV uilt), (2.69) 
Vii,t2 € I. 
证 (提要 ) ”等 式 (2.69) 的 微分 形式 为 


J| HC) = 27| pohlo) _ 26 | php)g(p) 


-= Rela + ia| elh (p) th (0)) | Vu +h (o)(u Vu] 
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一 4Re(a + ia) (uh(o)V e, Vu), (2.70) 
可 由 计算 2RelC gh(p)u,g(2.3)) 得 到 ,其 余 证 明 是 类 似 的 . 
现 利用 等 式 (2.69) 去 得 到 局 部 模 的 先 验 估计 ,定义 e 为 
Jal /a = [eCQR+t1 N/E, (2.71) 
0 < e 之 1, 在 条 件 (2.58) 下 , 设 ç € CI(R",R) 具 有 紧 支 集 , 令 


Ci = | p | Za/latk+1) 
ao/(at+k+1) 
C: = IÉ -2(k+1)/o | Vo É Marka ， (2.72) 
Cs = 2[y + (ae) l(a2 + a?)C/Cil, 
Ci C (k+1)/G C (k+l1)/o 
c, = Cl AG) = led) (2.73) 


如 9 在 它 的 零点 处 具有 充分 高 的 光滑 性 , 则 这 些 常数 是 有 限 的 , 且 
对 o 的 平移 是 不 变 的 , 令 
yG) = [dag i u(r) i = fda. (2.70) 
518 2.14 it /满足 (Hi ) ,ea 满足 (2.58) ,zx 为 方程 (2.3) 的 解 
满足 (2.68). 了 = [0,T),p,G = 1 ,4),y( t) 如 前 所 定义 , 则 
(1) H (0) < Ci, A yG) < C, , V: € I, 
(2) # y(0) > C, y) Sa), V: € I, 
其 中 
3(1) = y(0)|exp(- Caot) 


CD) =(k&+D 
_ (2%) * [1 — expl- Czat) ] o, 


C4 
(2.75) 
FEAH, y(r) 指数 减少 到 C, E 
5(1) < GI- expl- Cit) tD, (2.76) 
V: >0, 且 对 y(0) 一 致 成 立 . 
证 ”首先 定义 
ERORI CT) 
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H Holder 不 等 式 
y(t) < Ciz(t). (2.78) 


考虑 (2.70) ,并 估计 它 的 右 端 ,第 一 项 估计 为 2yy(z) ,第 二 项 估计 
为 


- Afh ogl < 20D, (2.79) 
最 后 一 项 由 Schwarz 不 等 式 估计 为 
- 4Rela + iaXuhlo)V pp u) < 2af #h(o) | Vu Ë 
+2(ae) (a? + a?) x | 1 Vo Pelo). (2.80) 
(2.80) 右 端 的 第 一 项 连同 (2.70) 最 后 一 项 有 
— 2Re(a + ia)fg lick +1-e)f| Vul? 
+ ko (UV u) ]. (2.81) 
由 于 (2.71) 式 a 的 选取 ,使 它 为 负 .(2.80) 最 后 积分 由 Halder 不 
等 式 可 估计 为 
| | Vg oh (o) = | | Vel F! Caz, (2.82) 


其 中 C 和 z 分 别 由 (2.72)(2.77) 所 定义 ,将 (2.79) 一 (2.81) 代 
人 (2.70) 得 
awy < ylyy + (ag) (la? + a2)C;z -pt (2.83) 
类 似 于 引 理 2.4 可 得 引 理 结论 . 
518 2.15 设 f,a,u 和 og 满足 引 理 2.14 假设, 则 满足 估 
计 


t, ` 
f drla | olulfVu 上 + 2o lu lgl ul?) 
ti 


t 
一 | ` dz 
ti 


rle | ult) i” + 4lae) l(a2 + f Vol? lalt) ir). 


< (k + Dife lult) i -fe lulta) I” 


Yth El Gh. (2.84) 
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证 ”证明 来 自 (2.70) ,Schwarz 不 等 式 (2.80), (2.81) 的 负 
PE. (2.84) 右 端 仅 含 局 部 L” 模 ,可 由 引 理 2.14 控制 ,其 中 第 二 个 
积分 u L(I, L) 模 由 假设 (Hl) 进行 控制 . 

命题 2.16 设 f 满 足 (Hl) ,a 满足 (2.71), 设 wo € Li MI 
程 (2.3) 具有 一 解 

u E C(t, LLG) N LACH) A LETC t. Lat), 

| u ltu € Lil T HL), (2.85) 
u(0) = xz. 对 任何 opE C(O", ) 有 具有 紧 支 集 且 C, < co ,对 任 
$ zst 宇 0, 满 足 (2.70). 进 一 步 ,wu 满 是 引 理 2.14 和 引 理 2.15 
的 局 部 估计 ,xz € LOC to ©), Liun), Vto >O. 

证 ”这 又 是 一 个 紧 性 的 结果 ,类 似 于 命题 2.8 的 证 明 ,再 设 
Al 为 一 系列 “盒子 ”增加 到 “…”, 设 wo; 为 uo 限制 到 A; ,为 方 
程 (2.3) 具 初 值 uo; 的 由 命题 2.12 得 到 的 解 , 由 引 理 2.7, 引 理 
2.14 和 引 理 2.1$ ,对 固定 的 7 .序列 1; 1;>; 在 空间 

X, = L°%([0,2],L”(A;)) N L320,2], H(A;)] 

N L20, 2], LICA, )) 
HEARR, EINI u; Futi EL C0], HAD 中 是 有 界 
的 .由 紧 性 原理 和 对 角 线 选取 ,能 从 序列 ;xi} 选取 一 个 子 序 列 ( 仍 
记 为 fu|) 在 Xi Vj) * KATES u, H 

u E LRC, LE) N LRC ,HL) O LE CGR +, LEY), 
而 子 序列 上 wa tul BRATEN v € Lu t, HL), HERRER 
BH, u 满足 方程 (2.3),vw =] u ltu. 这 最 后 的 论述 来 自 引 理 
2.13 一 引 理 2.15. 

现在 整体 空间 上 作 H! 解 的 存在 性 . 

引 理 2.17 设 了 满足 (Hi). 今 

u € LE H?) Q LY, 32 IC `, (2.86) 
u 满足 方程 (2.3), 则 u € COU,H' 0 L3 且 满 足 等 式 

l Vult) || 3 -= | Vu(z) IË 
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= “as2yl Vu l3- 2a I Au 12 
- 2Re(b + PX flu), Ault), (2.87) 
JaxG( ulia) 12) - [azGG uG) 12) 


- | arti27y|ar lu PgC u 1?) — 2b || flu) 12 


+2Rela + ia) flu), Au), Yt’ th € I. (2.88) 
证 ”等 式 (2.87) 的 微分 形式 为 
3 ll Vull = 2yl|[Val-2alaAuxkH l5 
— 2Re(b + iX flu). Au), (2.89) 
它 是 由 计算 2Re(V u, V (2.3)) 得 到 的 .类 似 , 等 式 (2.88) 的 微分 
形式 为 
adzGll u |?) = 27|dz |lu lgl a 12) - 21] fu))? 


+2Re(a + ia)( flu), AuY, (2.90) 
它 是 由 计算 2Re( f(u), (2.3) 得 到 的 ,类 似 于 引 理 2.1 的 证 明 可 
得 . 

531 2.18 i4 SMEH) ACH), a, p WERE ap > 0 sË 
者 
(laB|—ab)(la |b +| Bl a) l< /2s +16 (2.91) 
设 u 为 方程 (2.3) 的 解 ,满足 (2.86) , 则 可 先 验 估计 在 空间 
L°(1I,H! n L+?) n L?(I, H°) N L21, 45+2) 
H, u(0) € H! n L”, 


证 ”定义 
K = | Vull, K= lu l3, (2.92) 
P = |azcl ui,P = WAD N3, — (2.93) 
z = (flu), Au). (2.94) 


H Schwarz 不 等 式 有 
Iz l2 <ç KP. (2.95) 
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证 明基 于 等 式 (2.87) 和 (2.88). 为 简单 计 , 可 用 微分 形式 (2.89) 
和 (2.90), 再 利用 符号 (2.92) 一 (2.94) 有 
IK = 2yK — 2aK! ~ 2Re( + iB)z, (2.96) 
JP = 2y|eg(e) - 26P1 + 2Re(a + ia)z, (2.97) 
其 中 p= 1 u 2. 我们 现在 寻求 (2.96), (2.97) 凸 的 组 合 . 利用 
(2.95) 和 假设 (HH ) 使 右 端 中 的 z 被 吸取 到 负 项 中 去 , 设 0< 1 < 
1, 则 
9[aAaK + (1 ~ A)6p| = 2y MaK + (1 -- afato) | 
-- 2[àa? K, + (1 — à)b? pi] + 2Re[ ab — i(AB — (1 — A)ob) lz 
<2yfaK + (1 — Del aglo] - 2elàa? K] + (1 -A)b2p1] 
-4(l =e) A -à jabl zi+2Re ab - (Ah — (1 — A)ab)]z, 
(2.98) 
其 中 > 0 为 小 参数 待定 . 我们 有 (2.95) ,由 (Ho) 分 解 g 为 g = 
g++ g. p€ R',g (=0o 二 00 相 应 分 解 x = x++z-. 在 
(2.98) 中 最 后 二 项 欲 使 z. 的 贡献 使 之 为 负 ,为 此 再 写 z 如 下 
z = [dag (paau =— |drilg, (p) + og- (p)] 1 Vu 2 


+g (o)XuV u), (2.99) 
从 (2.43) 可 知 (2.96) 积分 中 的 0 辐 角 满足 
OSIO IS g = arcsinlo +e)(o +£ + 1) !, (2.100) 
因此 由 积分 可 得 
m — £ < argz. < z + E, (2.101) 
于 是 
Rez -| z_| cos£, | Imz. I<] z | sinë. (2.102) 
代入 (2.98) 最 后 二 项 ,由 于 z 的 贡献 得 
(2.98) BHA S< 21 z 11- ab cost +2(1— e) VAG -A) 
+ sinķ | Afa — (1 - A)ab l}, (2.103) 


我 们 要 使 上 式 最 后 括号 为 负 . 
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# a8 之 0, 则 易于 做 到 ,例如 取 
À = max(| a | b,ab cotg€)imax(1 a | b,ab cotgt) 
+ max(| £ | a ,ab cotgẸ) H !. 
# aB <0, 最 优 的 A 的 取 X = cos 0,0 < 0 < S- TE(2.103) 中 
的 括号 变 为 


- abcosť — ab(1 — e)sin20 + Lsint I Ba- ob | 
= $sing(fa + ab)oos20. (2.104) 


最 优 的 办 法 是 取向 量 (sin20,cos20) 与 (ab(1 — e), Esinti fa + 
ab ) ) 共 线 ,(2.104) 为 负 归 结 为 选取 


一 apcosg ~ Lesing | fa — ab |< lab Ad 一 e) 


+ sim gla + ab)213. (2.105) 
等 价 地 ,由 基本 运算 得 
| aß I-I fa — ab | cotg¢ — ab <<— (2e — e2)ab Zsin £, 


(2.106) 


它 在 (2.91) 假设 下 能 得 到 保证 ,此 时 充分 小 . 

在 所 有 情况 下 ,适当 选取 和 ,我们 能 得 到 如 下 形式 的 估计 

Ə,[ÀaK + (1 -— Abpl < C[àaK + (1 — A)6p] 

- 2eļàa’ K, + (1 — A)52 pl], 

连同 假设 (HL ) 推出 要 求 的 积分 估计 . 

51382.19 设 f 满 足 (Hi) MH), o (a — 2) < 2.4 nz” > 
2, 令 a 满足 

le | Za <2/ no -1/(ng’ -2). (2.107) 

# "为 方程 (2.3) 的 解 县 满足 (2.86) , 则 “具有 先 验 估计 于 如 下 
空间 

LT H!) Q L2(I,H2) Q L22201. L42) u0) € H.. 

WE HER r, 2< ro ELSO) 5 一 ,HH! 亚 临 界 
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条 件 o (n - 2) < 2 等 价 于 
(0<)ó= (20 + 2) = > - GZ 3) 
我 们 首先 在 LS(I. H!) 站 L (I H°) 中 估计 u. 从 (2.96) 和 
(2.99) ,再 写 < 为 
z =- |dzrifsg(o) + og (pli Vu `+ g'(o)(u Vu), 
(2.109) 


< 1. (2.108) 


利用 假设 (Ha ) ,估计 < 为 
|z|<CK+Cil| Lul” | Vul 
SCK +C |l u l3 l Tu Il raz, (2.110) 
由 Hölder 不 等 式 


|zIS<CK+Clul2 KK9， (2.111) 
由 Sobolev 不 等 式 
Welaan SCl j| vol, (2.112) 
应 用 于 Vu ,将 (2.111) 代入 (2.96) 并 利用 基本 不 等 式 
KŠM < aK, + (1 — 8)(Ma 335， (2.113) 


EFM > 0,a >0,0 < 8 < 1, 可 得 
3K SCK -aK +C | u lK =- aK, + GO)K, 


(2.114) 

这 里 
Ci) = CI+ W 397]. (2.115) 

由 (2.114) 积分 得 
K(t) 十 a| ae Ki )exp[ > (2) 一 (ti )] 

< K (0)exp[m(:)], (2.116) 

其 中 
m(t) = KA, (2.117) 


为 得 到 #L2(I, H!) N LO, H) 的 估计 .必须 对 CC) 
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的 积分 进行 估计 .分 两 种 情况 :no < 2 A no’ > 2. 
若 no < 2,BJH (2.112) 48 
la EAT < Cl ae KAID, (2.118) 
L 2 亚 临 界 条 件 no < 2 等 价 于 (oo +1)6< 1. BB 6 2(1- 6)<1. 
由 (2.115) 和 (2.118) 得 
CaL Clit ful (+ K)], (2.119) 
Ci(z) 的 积分 作为 | u (0) 1 2 的 估计 来 自 (2.14) 关 于 zx 在 志 ”(T， 
L?) N LEC., H!) 的 整个 估计 . 
Wa (a — 2) < 2 < n, A r = 2k + 2 fËfB 0 < 之 6(r) 之 1. 有 
al/a < /2bË + I/E=_2 r - [ir — 2). 
最 后 选取 r = no ,因为 2< no < 2n/( 一 2), 显 然 满足 那些 条 
件 , 即 等 价 于 0 < lno) < 1,(2.58) 归结 为 (2.107) ,条 件 0 < 
ó(r) < 1 推出 有 IC 三 ,因此 由 引 理 2.11 ,我 们 知道 u 作为 模 
lu(0): H! || 的 先 验 估计 对 应 于 (2.59). 
# r> Qo +2) ,我们 估计 1 u lora tA Huia laul, 
的 项 .要求 估计 C (2) 的 积分 来 自 引 理 2.11 和 上 L”(1?) 估计 . 
如 > 和 受 (2c +2), 我 们 估计 


| |]|22 = | 1 u dtu | 262 DU 
其 中 = (2o + 2)Ak + 1) BO < aC) < 1. 
la | 5 


2g +2 


=< C llul wa (5)) /1-6) JV | u ltu || ZAAR EDA- 


由 基本 Sobolev 不 等 式 , 如 o els) < (k +0- ó) , 则 
Mu NZD, KC u AODA | Vul |D 


(2.120) 
o6(s) 达 (上 k+1)(1 一 6) 等 价 于 
h v_a n 
2 y, 0 277 7121- tag +2’ 


M no < r 有 本 要 求 的 CC IPRA O19) MO. DO 避 
引 理 2.11. 
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现 来 估计 ww € LIY, L), 出 (H ,充分 估计 flu) € 
L2(I,L2), 积分 (2.97), 由 Schwarz 不 等 式 (2.95) 和 对 时 间 的 
Schwarz 不 等 式 可 估计 z 的 积分 . 

PC) = PO) < 27| ar feo) = 26 fu): 

L?CO0,:], L?) |27 +21a + ial | flu): L 0,2], L5 | 

lAg:L2([0.:], L|, (2.121) 


因此 
P(t) +b || f(a):L2G([0,1], 12) 12 
< P(0) + 27] ar fotos +o la? + a?) || Au: 
L2([0,z],L2) 112. (2.122) 
由 此 即 得 估计 u € L(I, LE). l 
命题 2.20 É f WE (HI) ,附加 条 件 
(| )j 满 足 (Hz),a,B 满 足 o8 之 0 或 (2.91) ,或 者 
(ii ) 了 满足 (H) ,cx — 2) < 2,a 满足 (2.107),no > 2. 
设 wo € H! N L”? Jy (2.3) 具有 解 
u € C3 HN LNA LERCE H2) ñ 
LECE t L42), (2.123) 
u(0) = wo, 并 且 u 满足 (2.10),(2.87),(2.88) ,以 及 引 理 2.18 和 
2.19 的 估计 . 
证 (摘要 ) 这 又 是 一 个 紧 性 的 结果 ,但 它 不 能 用 Galerkin J 
法 ,因为 方程 (2.3) 正则 化 由 有 限 维 投影 不 适合 引 理 2.18、 引 理 
2.19 在 R" 中 的 估计 .我 们 采用 卷 积 方法 使 方程 (2.3) 正则 化 ,对 
于 一 个 典型 的 函数 u 定义 在 ”的 置换 为 px 4 ,7 为 8 函数 的 通 近 
函数 . 例如 7 € COR”, +, 具有 紧 支 集 ,w EBAR, 


[alod = LEX yla) = Ga 2 1 R 9 = 0. j > 


co. 对 了 的 卷 积 在 L"( < r < o) A HEN s € = ) 是 压缩 的 ， 
ELOS < oo) fü H 中 强 收 敛 于 单位 算 子 
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置换 (2.3) 为 
Ju = yu + (a + ia)Au — (b + iQ)px f px u), (2.124) 
正则 化 初 值 
u(0) = 了 < up. (2.125) 
在 假设 FE CI( ) F ARAA CL?) 压缩 方法 可 得 
Cauchy 问题 (2.124), (2.125) 具有 惟一 局 部 解 a, € C'H), 
YNE .类 似 于 引 理 2.1 的 计算 , 解 满足 微分 形式 等 式 
d, | un | 3 =27|| | 3 - 2a || V uy | 3 一 25| pgo), 
(2.126) 
EË o, = l 9x* u, “因此 u, e LL) [Lf?(H1!), 由 标准 的 整 
体 化 原理 推出 u, 由 >o% 车 续 . 如 同 引 理 (2.17) 的 计算 ,可 知 
满足 类 似 的 微分 等 式 
IK = 2yK — 2aK! + 2Relb + i)z,» (2.127) 


3P, = 27| ogle) -= 2bP,, + 2Re(a + ia)z,, (2.128) 
其 中 
K = K(u,) = || Viu l Ki = Ki) = Il Aw l3, 
P, = Pox u) = [GO q* uy P), Piy = | nx fg uo) l3, 
z} = z(n * uo) = (7 * f(7 * ug) Aus). 
特别 有 | z, i? < K IP, ,.B|EBB(2.18) 和 引 理 (2.19) 的 证 明 能 提供 
u E LC t, HD N LLC. H XF y—BS BJ E, AR 
由 (H ) 可 得 TX un € LRE, L”), nx fC * u) € LRR + 
L?) 的 估计 . 再 取 序 列 17 上 } 趋 于 ó, 由 标准 的 紧 性 原理 知 在 
Lel tH A LaCt HO P x K y u, ELECE Y, 
L+) 中 弱 * AF u € Lë( *,H! AN L+) ,而 大 六 uy) 在 
L (i t LEDD) H x A, g fO u PELEH, 
LORI * AF v € Lel t, LEDD CD) A LRC, L). 
AE , u , o 满足 
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ig, = Yu + (a + ia)ôu — (b + iß)v. 

由 于 7 * us RAKAT u, HWE v = Ca) ,命题 证 毕 . 

现 考虑 H: 解 在 局 部 空间 上 的 存在 性 和 估计 ， 

31% 2.21 设 f WEH), S 

u E LRO, H N LEPU, Le), CR, 
设 满 足 方程 (2.3) , 则 有 
u € C(I, Hie N LI). 

且 对 任何 o, u 满足 等 式 

Fovat) i3- lev) 3 = f drl2rl ovul? 


- 2a || pu |3 -4Re(a + ia) (VoVu, pAu) 
— 2Re(b + iB) oV flu) gV u), (2.129) 


farc u(t) 12) - [azec (1 ult) 12) 
= [ard 27| drp? lu PgO wl) -2051 g/lu) ll 


+ 2Re(a + ia)(gf(u), pAn) | (2.130) 
Vr, € 1. 
证 (摘要 ) “等 式 (2.129) 的 微分 形式 为 
3, ilgu ll =2y || eVul2-2al pAu || - 4Re(a + ia) 
(VeVu,gAu) -2Re(b + if) oV flu), pV u), 
(2.131) 
它 可 从 2RelpV u, gV (2.3)) 计算 得 到 . (2.130) 的 微分 形式 为 


adzpzG( u 12) = 27| dz lu gC u t°) 


- 2b l| oflu) |3 + 2Re(a + ia) oflu), pôu), (2.132) 
a 2Reloflu), (2.3) 计算 得 到 . 引 理 的 证 明 类 似 于 引 理 
2.17, 利 用 了 u, € LO, LEO 的 事实 . 
引 理 2.22” 设 /满足 (Hi) 和 (H:),a,p8 满足 a8 > 0 & 
(2.91), 若 u 为 方程 (2.3) 的 解 满足 (2.128), 则 u 可 在 空间 
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LG, HL n LED) n LU, Hi) MN LEPU, LE” 
(2.133) 
进行 先 验 估计 ,xz(0) E Hh N L3H. ERMA, JAAR (2.133) 
在 开 球 B 上 能 为 (0) 在 球 Bo 上 的 局 部 模 估 计 ,B CC Bo. 
证 ”类似 引 理 2.18 的 证 明 ,定义 
K, = | pôu Ni, Ki = | pôu I5, (2.134) 
P, = jarpg? Gl u 12), Pie = | pf(u) l5, (2.135) 
xp = (oflu), phu), zp = — (egVf(u),oVu), (2.136) 
H Schwarz 不 等 式 
| zo 2 < K Pç, (2.137) 
而 
zç zp = oflu), VpYu). (2.138) 
微分 等 式 (2.131),(2.132) 利用 (2.134) 一 (2.136) 可 得 
),K, = 2yK, - 2aK;p — 4Re(a + ia)(V g V u „pôu? 
+ 2Re(b + if) z, (2.139) 


J.P; = 27| pelo) 一 22Pie + 2Re(a + ia )zç. (2.140) 
再 考虑 (2.139),(2.140) 的 西 组 合 ,0 < À < 1, 
3,[AaK, + (1 — A)bP,] 


= 2y[àaK, + (1 - adef pzps(o] - 2[àa" Kig 
+ (1 = A)b5°Pi Ë] ~ 4Reła (a + ia)XV g Vu, pôu) 
+ 2Reļàa (b + iB)zo + (1 — A)b(a + ia)zel. (2.141) 
令 e >0 待 定 , 用 (1 - e) 乘 以 (2.141) 右 端 第 二 项 并 进行 估计 有 
-2(1 — e)[Xa?Kig + (1 ~ À)52P, 
S-41- e) VA -A)abl zp | 
-4(1 -eVA A)ab | z I+ 4 A(T = A)ab | z¿ — zç l. 
(2.142) 
用 Schwarz 不 等 式 估计 (2.141) 右 端 第 三 项 ， 
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— 4Reàa (a + ia) V @ ` Vu, pôu) 
< eña’ Ki; + 4e !À(a2 + a’) | Ve: Vu lz. (2.143) 
将 (2.142),(2.143) 代入 (2.141) 得 
Daks+ (1 = A)bP,] < 2y[ aK, + (1 — a) | gps(p)] 
-ea Ki; 2e(1-A)b Pie +4e lA(a2+ a 2) | Ve Vu ls 
+[4ZAG(1-2A)ab +2(1-2)bla + ia l]i zg- zç] 
+ 2Relab — ñf — (1 - A)ab lz,. (2.144) 
在 (2.144) 中 | Zç 一 zç | 能 由 (2.138) 用 Schwarz 不 等 式 估 计 ， 
(z) Í zç 一 Ze I< e(1 — A)b P ç; + 4e 1(2 ./)a 
+/l-Ala+ial)>. | Ve: Vul. (2.145) 
(2.144) 中 的 最 后 二 项 具有 xz。 ,能 用 类 似 于 (2.98) BJ — I Sr z 
的 估计 进行 ,再 写 z; 为 
zç = ~ faze? ilgto) tog (p)] | Vul +g (o)(u u), 
(2.146) 
分 解 g = git g_,g- 满足 (2.43) 且 具 有 紧 支 集 ,g， 的 贡献 在 
(2.144) 中 估计 为 CK。,g- 的 贡献 使 之 为 负 . 综 合 上面 结 果 有 
Il AaK; + (I — A)5P,] < ClaaK, + (1 — à)bP,] 
—s[àa2K i + (1 — A)52PIç 


+24e lla? + a2)| Ve Vul. (2.147) 
用 以 前 的 符号 ,可 写 为 形式 
ayey- ezte” yj. (2.148) 


由 引 理 2.4, 引 理 2.7 的 e 置换 为 | Vol, IA | Ve. Vull4Bp 
yi H L?) 估计 .积分 (2.148) 得 


i i 
y(t) + ef arzt elC _ £ )] 


< y(0)exp[ ect] + e | de vi expl C(r-—- 2]. (2.149) 
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由 此 得 到 y 的 点 态 估计 和 zz 的 积分 估计 , 引 理 由 假设 (Hi ) 得 到 . 
引 理 2.23 i f WÆE(H) AH), H. o (n — 2) <2. 如果 
no >2, ìb a, B 满足 (2.91). 设 w 为 方程 (2.3) 的 解 且 满 足 
(2.86) , 则 u 可 在 空间 
LOQ, HDA G, Hi) L I, LE? (2.150) 
中 进行 估计 .x (0) E Hie 更 详细 一 点 ,局 部 模 (2.150) 在 开 球 B 
能 用 u(0)E€E HI'(B,) 进 行 估计 ,BCCBo. 
证 ”证明 类 似 于 引 理 2.19, 不 过 局 部 化 要 求 比 引 理 2.22 更 
为 细心 地 估计 . 我们 需要 函数 p,p EC”, q tE BA KE 
R OSKE. pl E p 的 支 集 上 .特征 化 局 部 H 模 为 
K; = | e Vul => [ev Vu lls= | eV Vull. 
(2.151) 
容易 比较 K;。 和 KK1, ,由 基本 计算 得 
Kx, = Kiç 十 (Vu, Ag Yu) - (Viu, (ViVa )V u). 
(2.152) 
因此 K; RI K 82528 H! 模 , 由 变化 (2.131) 可 得 
al gvVuli=27 | gvVu |3-2al gv 人 一 4Re 
(atia}(Vo)Vu,pViu) -2Re(b + igXeV flu), pV ub, 
(2.153) 
其 中 (Vp)Vu,pV wu) 一 (VpV ju pV: V jx). 等 价 地 ,用 符 
号 (2.134),(2.136) 和 (2.151) 得 
g,K,=2yK;,—2aK;,— 4Re(a + ia) (V e)Vu, 
ge Vu) + 2Re(b + 18)z,. (2.154) 
我 们 再 用 Schwarz 不 等 式 估计 (2.154) 左 端的 第 三 项 ， 
—4Re(a +ia)(Yp)AukPY2u》 


<(F)Kat8a 1a? ta?) lv Vaji (2.155) 
估计 (2.154) 最 后 一 项 (用 (Hs) ) 得 
2Re(b + ipe SCK +C pul pvul?li 
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< CK, + C || gu 127. | oV ui. (2.156) 
由 Hölder 不 等 式 
< CK, +C Ilgu 12 | gould dN Veul. 
再 利用 Sobolev 不 等 式 (2.112) F gV u f3 
< CK, + (5) |VeVali+ Cl gu ls Kç. 


(2.157) 
基本 计算 表明 
IVg l= levoli- (pu,(Ag)v), Yv € Hic- 
(2.158) 


将 (2.158) P v = V u 代入 (2.157) 可 得 
IKo < CK, ~ aK>ç + CC V e Vu |: 
+I (egeVu,(Ag)Vu) l) + Cl gu ls 2) K; 


= — aK; + Ci(t)K; + C(t), (2.159) 

其 中 CDOD=CG+ | gu l3”), (2.160) 
C,Gu)=C(|]| V elVul5s+ gu, (Ap)Vu)l). 

` (2.161) 


(2.159) 积分 可 得 
K,(t) + af AK (r )eg[m(2) — m(t ) ] 


< K;,(0)exp| m(t)] — | ar C; (r )exp[ m(t)- m(t )], (2.162) 
其 中 
m(t) = farci. (2.163) 

为 得 到 u € LO, HL) N LO, HE) 的 估计 ,我 们 估计 
Ci(z) 的 积分 .分 两 种 情况 :no < 2 A na > 2. 

如 no <2, (2.112) 4 

| gu 137497 < C || gu | | Y gu 1320A 

<C |i ğu l3 (1 + Kọ +1 (ğu, (Ağ)u) 1). (2.164) 
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这 里 用 到 条 件 no <2 或 等 价 于 oA- ó)< 1 f#I(2.158)rË ç = 
4. (7) 的 积分 由 (2.164) 的 410) 的 局 部 L? 模 和 引 理 2.4, 引 理 
2.7 所 估计 . 

若 o (n 2)<a< no ,类似 于 引 理 2.19 的 证 明 有 


| Pu | 3a l-8) < C | ĝu | 201- ls) A-F] 


+ |@ttlV | u tult? + fa nag) lu 1"]. (2.165) 

要 求 的 C (r) 的 估计 来 自 (2.160), (2.165) 和 引 理 2.14, 引 理 
2.15. 

再 估计 u € L(I, LIS), HCH), 充分 估计 flau) € 
L? , Lie). 42.140) H (2.137) 和 对 1 的 Schwarz RERI . 

Pet) - Ps(0) <27] de | ae (o) — 25 | gfu): 

L2([O,T],L2)|]|2+2la+ial | oflu): L0, T], 

L?) l eVu:L2([0,T],L2)] , (2.166) 


因此 

Polt) +b || egf(u):L2([0,T],1.2) 1 

< P, (0) + arfar felo) +b l(a? + a?)| drK y (r). 

(2.167) 

故 要 求 估计 f( u) 来自 先前 的 估计 vx € LO , HO 并 通过 K>, 和 
(2.152). 

引 理 2.24 i FRECH, D), Mmg 

(IDF WECH), a, p WE a 宇 0 或 (2.91), 或 者 

(C) RECH), o (n -2)< a, Uno > 2, a 满足 (2.107). 
E u 为 方程 (2.3) 的 解 , 则 u 的 局 部 能 量 关 于 时 间 一 致 有 界 ,w C 
L(I, Hie N LEZ). 进一步 对 任何 to > 0,u € L”(Lto T], 
Hiem N LED RA RRB u, T 无关. 

证 由 引 理 2.7, 局 部 能 量 y = A + P, 满足 


ta 
[PAD SA) tO neT. (2.168) 
ti 


` 306 : 


另 一 方面 ,利用 引 理 2.22 的 假设 ,满足 (2.147) 的 局 部 能 量 有 


Py < C(y t yi), (2.169) 
其 中 y 为 更 大 区 域 上 的 局 部 能 量 . 由 引 理 2.7,yi 满足 估计 
[aG San + (2.170) 


在 引 理 2.23 的 假设 下 ,充分 考虑 局 部 动能 y = Ks, 因 对 H' 亚 临 
F o,a (n — 2) < ax, 局 部 势能 P. 能 为 局 部 动能 所 控制 . 
对 于 no 过 2, 局 部 动能 满足 (2.159) 一 (2.161) 和 (2.164) 有 
Iy < C(y + vr t yy), (2.171) 
这 里 的 w 满足 (2.170). 对 于 as > 2, 局 部 动能 满足 
(2.159) 一 (2.161) 和 (2.165), 因 此 再 用 不 等 式 (2.171) 可 知 不 等 
式 (2.168) 成 立 . 从 (2.169) 或 (2.171) 可 得 
gay < yy (2.172) 
引 理 由 此 即 得 . 
51 2.25 设 My, 为 非 负 函 数 ,满足 (2.168)(2.170) 和 
(2.172) ,4,p,41,pe1 均 为 非 负 常数 , 则 
y(t) <exp(À + /)(À + Ae -1) 1. (2.173) 
证 ”由 (2.172), 对 1 过 + 有 


Jay) < vu ep =) + al, 


(2.174) 


y(t) Sylt )exp 


由 (2.168), 对 6>>0 有 
A0 +p >| yG) >| deyel- M AG —- t)] 
= y(t)e ÀI [1 — exp(— A10)]. (2.175) 
因此 
y(¿)<S%emA (A+ p)[1 exp( -4109)] !, 
取 osar) 即 得 引 理 . 
命题 2.26 É 了 满足 (Hi). 附 加 条 件 
(IOS 满足 (H;),a ,8 满足 a8 宇 0 或 (2.91), 或 者 
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(Ñ )f REH), a (n —2)< a WÑ no 2>2, a 满足 (2.107). 
# woE HL 站 LL 多, 则 方程 (2.3) 具 有 -- 解 ， 
u EC(E HL LI DN LE +, Hi) 
L CO GLED, (2.176) 
H x(0) = 0, 解 满足 等 式 (2.14),(2.129), (2.130) 和 引 理 2.4， 
引 理 2.7, 引 理 2.22 或 引 理 2.23 和 引 理 2.24. 特 别 ， 
uE L? (to, ©), Hl. Les) V to >0, 
证 (摘要 ) 证 明基 于 命题 2.8, 考虑 “盒子 ”的 增加 序列 | A,|， 
于 此 取 半 径 为 2 的 球 , 令 EC”, 站 ,go 轴 向 对 称 的 ,0 志 
Yoss1. 
ypolr)=1, Jeisi, 
golz)=0, |e l=2. 
令 o (z)= (2 ir), uo; = uop IRES i, u 为 方程 (2.3) 满 足 
(2.122), u;(0) = uo; 的 解 ,让 
X; =L (0,2 H(A NLY ?A DNLO], 
RADALLE EO, V], LEOTHA), 
则 由 引 理 2.22 或 引 理 2.23, 对 固定 的 ,序列 |u;1;>; 在 Xi/ 中 有 
界 ,由 紧 性 原理 和 对 角 线 选取 ,能 从 11 中 选取 子 序列 使 得 在 x; 
中 对 一 切 7 58 x ARAS u, 
u € L: HeN Le ODN LEC + Hio N 
List2( 2 t LE?) 
从 标准 原理 ,如 同 命题 2.8 可 得 命题 . 


$3 一 般 二 维 Ginzburg-Landau 方程 的 整体 吸引 子 
设 QC (=1,2) 的 有 界 开 集 , 具 有 充分 光滑 的 边界 工 . 考 
虑 如 下 一 般 的 Ginzburg-Landau 方程 
— (A+tia)Au t+ (k + ip)|ul|'lu - yu=0, (3.1) 
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其 中 参数 1,a ,8,7 k 为 实数 , 且 设 


à >0,k >0. (3.2) 
若 有 以 下 边界 条 件 : 
Dirichlet 边界 条 件 
u(x,t)=0, (z, DET: °, (3.3) 
Neumann 边界 条 件 
$=0, (DOEPx ', (3.4) 
其 中 vw 为 了 的 单位 外 法 线 向 量 . 
周期 边界 条 件 
=[0L = 1;:G0Q = [0,L;] x {0,L-],n =2, (3.5) 
u 对 0 是 周期 的 . 
还 有 初始 条 件 
u(z,0) = ugr), +< € (2. (3.6) 


记 u= lui uol, u; (J =1,2) E€ L?, l 1 六 = ul |+ 
2 
| u> | ;如 u = u + iun, u = Q| + iva, Wj 


(u,v) = l(ur,uí) + (u2, 3); +7iluz,v1)— (u, v)}. 
W u,v € H! (0), 
((u,o)) = X (Du, Dæ). |lu |2= (uu). 
因此 
((u,ə)i=(u,o)+((u,o)), lulis lulz + Bul2. 
取 日 =L*(0) 且 记 
V= Hi(0Q),D(A)= HUDAN), 
对 应 于 (3.3) 和 情况 . 
V=H'(Q),D(A)= IvE PN), =0, Er}, 
对 应 于 (3.4) 情 况 . 
V=HRara),D(A)= Hi(0), 对 应 于 (3.5) 情 况 .这 里 
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Au = 一 Au ,对 任何 72>0,A + gl 是 -- 个 同 构 : VV sk D( A)— 
H. Hi Poincaré 不 等 式 ,可 知 对 于 (3.3),7=0 也 成 立 ， 
设 w 和 六 分别 为 A 在 所 中 的 相互 正 交 的 特征 向 量 和 特征 值 . 
Aw; = Aw;, J21, (3.7) 
OKA SASS, À oo. oo. (3.8) 
对 应 于 (3.3) 的 情况 ,4 之 0. 而 对 应 二 (3.4) 和 (3.5) 的 情况 ,41 = 
Ü, =l 1.220. E 3 A O3EAS(S2>0),8 V = D(A5), 
V'=D(A 3),H=H(A'). 
问题 (3.1)(3.3)( 或 (3.1)(3.4);(3.1)(3.5)) 可 写成 如 下 泛 
函 形式 发 展 方程 : 
u t (À +ia)Au t (k+ iß)|u\ u- yu = 0. (3.9) 
初始 条 件 (3.6) 可 写成 
u(0)= uo. (3.10) 
对 于 初 值 问题 (3.9),(3.10) , 解 的 存在 性 .惟一 性 有 如 下 定理 : 
定理 3.1D] 设 n=1 或 n=2,(3.2) 成 立 , 则 对 uy€EH, 存 
在 问题 (3.9),(3.10) 的 惟一 整体 解 
uE ([0, T] H)NL O0, T:V), YT<œ, (3.11) 
HER wo->u(t) 是 连续 的 ,H->H,Y1>0. 
如 woEV, 则 有 
uE ([0, T]; VYNL(O,T:DCA)), YT<œ. (3.12) 
现 考虑 在 H 中 吸收 集 的 存在 性 .用 立 乘 (3.1) 在 0 上 积分 ， 
利用 Green 公式 并 取 实 部 得 
zil, | u |? dr + al | Vu ldr rej, | u 14dz 


-yf | u l2dz = 0， 
n 


或 


1 ， ， 
pl talul’ tklult -lul,.=0. (3.13) 


(ij )yY<:0, 导 致 平凡 动力 系统 .如 y<0, 则 由 (3.13) 得 
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£ ulg = ylul} 0, (3.14) 
Lu (NSl uo C exp( yr), (3.15) 


因此 
u(t) |20, 1>, V a € LA). (3.16) 


如 y=0,(3.16) 仍 然 成 立 . 事实 上 ,由 Halder PER | u lS 
ii 


Hi "<0, y(t) Slua) 2> 


因此 


L 1 
y(0) IQ] S xa) 

于 是 (3.16) 成 立 . 

当 y< Wi 时 ,(3.16) 也 成 立 ,其 中 4 为 对 应 于 (3.3) 情 况 的 算 
子 -A 在 Birichlet 边界 条 件 下 的 第 一 特征 值 .对 应 于 (3.4),(3.5) 的 
情况 ,(3.16) 不 一 定 成 立 , 因 它们 具有 非 零 常 数 的 定常 解 . 

(ii 7y>0, 我 们 有 

2 


$ s1-2yS>- 4r, SER, (3.17) 


È j algltde -27 ] alpldr> -7 rial, YgpEL A). 


(3.18) 
利用 此 不 等 式 于 (3.13) 中 得 


> 2 
dau 2+ 2A lull? +klu tylu pE (Q 1. 
(3.19) 
由 Gronwall 引 理 得 
lu (r) lu (0) |7 expl- yt) 
+Z |Q (1-exp( = yt), Y r20, (3.20) 
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lim | u) IES eE IA. (3.21) 


因此 ,以 O 为 中 心 ,p0 Z po 为 半径 的 在 H PRIER BCO, p0) 是 半 
BE SO) 的 正 不 变 集 .以 O 为 中 心 , on > po 为 半径 在 H 中 的 球 
Bo = Bp(0,o0) 是 半 群 SC) 在 H PERKE. 

WR BAH PRETA 3 8 APOE O, U R AER, E 
H PRIER B (0, R), M £ > to = to(B, Bo) BT, S(t)B C Bo. 


> 


to = Hog Ro 
y (ou) -pù 
积分 (3.19) A e 到 t + rlr 20), W ug € B, t > to, BI 


ttr P 
f A aul?+klu lit2y lu lids 
; . 


(3.22) 


< (o0)2 + IQ |. Vr to Vr >0. (3.23) 
现 考虑 在 V 中 的 吸收 集 ， 


乘 (3.1) 以 - Au ,在 Q 上 积分 ,利用 Green 公式 ,再 取 实 部 得 


i d 
2 di 


2 ry 
k 


lul? +A l Au lt y ltu ll? 
= Re(k + D| | u zu Audr 


= Re(k + 8B)| Eva u 24 )] V udr 


<ç 3(k? Taun lul? | Vu Pdz, (3.24) 
利用 Schwarz FER, LRAWKARE TF 
3R? + P)? ul) Vulg, (3.25) 


由 于 Sobolev 嵌入 定理 和 插值 不 等 式 ,有 H3(Q)CL1(Q)(n =1, 
2)H 


lela Cilel A gpl? tipli, pE H'(Q). (3.26) 
Ru li + Au EENE H 模 ,(3.26) 对 于 Ap 有 
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“ d, 2 A adl 
|Agl SC; el? delt iAgl,)4, 
于 是 (3.25) T 
> 3l 2 | : N 1 
ICCV (R +E) 2 lal z [t [Aul2,)2 


<$ laul t lul? t Cul Hul, 


C= 六 (CR + 82). 
将 (3.25),(3.28) 代 入 (3.24) 得 


E a l?ta lAn lC) l u M? talala, 


运用 如 下 的 一 致 Gronwall 引 理 . 


(3.27) 


(3.28) 


(3.29) 


引 理 3.2 (一 致 Gronwall BI) 设 ghy 为 三 个 在 
[to,%] 上 的 正 的 局 部 可 积 函数 ,使 得 ”在 [ru, + co] 上 局 部 可 积 


且 满 足 


d 
T Ssy+h, t> to 


t+r t+r 
f g(s)ds Sai,| A(s)ds < az, 
t t 
ttr 
f y(s)de S a3,,t Z to, 
t 
其 中 广 ,Q1 ,R203 均 为 正常 数 , 则 


3(L 十 r)<[% + az ]exp(ao), V 1 之 to. 


S y= ual’,g= 27+ Chul}, AEA lul, 


则 由 引 理 3.2 有 


i u(t) | a(S as expla), t>totr, 


(3.30) 


(3.31) 


(3.32) 


(3.33) 
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其 中 x >0 是 任意 选取 的 ,zhEB,om= Lo(B) 在 (3.22) 中 . 
delt gl) 为 VY 上 的 模 , 即 为 外 模 . 由 (3.22),(3.23) 和 
(3.33) 可 得 SC) 在 VV 中 吸收 集 的 存在 性 .事实 上 ,如 互 为 V 中 
的 一 个 有 界 集 , 则 它 也 是 H 中 的 有 界 集 , S(t)BCBo,t 之 t0(B， 
有 0) ,由 (3.33) 有 SC)BCDPD 2224 + r Hh B, A V 中 以 OO 为 
中 心 ,以 DI 为 半径 的 球 ， 

i=l + (+ az expla), (3.34) 


Ek, V 中 的 以 O 为 中 心 ,pi 为 半径 的 球 为 SOE V 中 的 吸收 
如 woEB, 这 是 B 仪 在 日 中 是 有 界 的 , 则 可 作 如 下 分 析 : 
S(t)BCBI,t 之 to(B)+r, 因 B Æ V 中 是 有 界 的 , 故 V EW H 

中 是 紧 的 ,推出 ; 
U, SGB £ H FA ABS 09,. 


则 利用 如 下 定理 ( 见 [12, 定 理 11]): 
定理 3.3 设 全 是 一 个 度量 空间 , 算 子 S(1) 给 定 ,满足 


d . 
een (3.35) 
u(0)= uo 
和 条 件 : 
算 子 S(z) 对 充分 大 的 上 是 一 致 紧 的 , 则 对 任何 有 界 集 B, 存 
在 to= to(B) 使 得 
U S(+)B (3.36) 
在 HH 中 是 相对 紧 的 ;或 满足 条 件 : 
H 为 Banach 空间 , S{1) = SiG) + St), EFF S,(: )XT 
t 充分 大 是 一 致 紧 的 , S:(z ) 为 连续 映照 ;条 > 日 , 且 对 任何 有 界 集 
CCH 有 
"(1) = supl S:(¿)gin >0. 1-»00, (3.37) 
且 设 存在 一 个 开 集 1 入 中 一 个 有 界 集 B 使 得 B 为 宝 中 的 吸收 
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集 . 

则 B 的 极限 集 .y= ol BERKERS, CRI APRAN 
集 , 它 是 在 中 最 大 的 有 界 吸引 子 , 如 H 是 一 个 Banach 空间 ,水 
是 凸 的 和 连通 的 , 则 .Y 也 是 连通 的 . 

我 们 得 到 : 

定理 3.4 考虑 由 Ginzburg landau 方程 (3.1) ,并 置 以 边界 条 件 
(3.3) 或 (3.4) 或 (3.5) 的 动力 系统 ,其 中 人 >0,&R>0, 则 这 个 动力 系统 
具有 整体 吸引 子 E tE L. (OQ ) 中 是 紧 的 .连通 的 和 最 大 的 .六 吸引 
L*(Q) 中 的 有 界 集 ,… 也 是 (2) 中 最 大 的 泛 函 不 变 集 . 

附注 3.5 以 上 分 析 对 于 y 委 0, 则 它 的 所 有 轨 线 趋 于 0(z 一 
co), 即 有 

disu(S(#)B,101)—0, 1>, 

其 中 BC H 为 任何 有 界 集 ,因此 ,整体 吸引 子 29101. 


$ 4 一般 Ginzburg-Landau 方程 的 动力 长 度 


整体 吸引 子 s BJ Lyapunov 维 数 d, (vy) 可 解释 为 系统 自由 度 
的 个 数 .实际 上 


d 
aG [7 ) . (4.1) 
其 中 工 为 系统 的 长 度 ,d 为 空间 维 数 ,! 为 最 小 的 动力 长 度 . 而 
1 
Ia) ~ (aol (4.2) 
这 里 V 表示 4 维系 统 的 体积 , NG) 表示 最 小 模 的 个 数 . 
— 1 _ 
NICE) ~ k, (t) = (7) (4.3) 
其 中 
J = vu = 1 Yie Pda. (4.4) 
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因此 ,为 了 估计 !(z) ,必须 估计 J, (r) 以 及 各 种 时 间 平 均 L” 模 . 


令 
G, = | u | on tl = | | u lat Ddr. | 
J, = Yru l|} = Yidzr Vu = Vu "u", 


F, = Jta G nl, a, Al. 
考虑 如 下 的 一 般 的 Ginzburg-Landau 方程 


SU = Ru + (1+ iv)Au = (1+ ip) lu ln, (4.5) 


其 中 R>0, u,v 为 实数 ,o>0. 
HISO) KR GL 方程 (4.5) 上 其 初 值 uo 所 形成 的 半 群 算 
子 , 即 


ult)=S(t)ug. (4.6) 
# CCH KRRIT, ZA F= FF(S(1)uo) 定 义 时 间 渐 近 上 界 
F= sup, limsupF (S(z) uo), (4.7) 
它 的 时 间 平 均 为 
(F) = limsup sup + J F(S(r)uo)dr, (4.8) 
由 基本 的 实 分 析 易 得 . 
引 理 4.1 〈 时 间 平 均 的 性 质 ) (ESF, 


(iDEFG)S(PD80G09 t =1, 
(ü (Ë+ G)= (G), F< o. 
我 们 先 综述 一 下 主要 结果 ,对 于 J, 的 新 的 微分 不 等 式 
_— 
TRR, + O16, -人 (4.9) 
= 2 do -2 
其 中 S=, 2 Ima’ To < <°. (4.10) 


第 二 个 微分 不 等 式 


L 
J, &2RI, + CG r G) -J (E), (4.11) 
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5 
| 


g 2+20— ad +2no „_aln+l)+i 
T 2-ød+2mo 入 0 om + 1 
ad- 2 <= + 1. (4.12) 


对 于 o 和 4 Euy 平面 上 可 分 三 个 不 同 区 域 ,如 图 4.1. 


6 
调制 稳定 


图 4.1 

超 临界 GL 方程 ,d =3,o=1. 整体 解 仅 在 一 个 黑暗 区 域 的 一 
个 小 区 域 .对 于 亚 临 界 和 临界 情况 则 在 整个 参数 平面 上 存在 . 

(iy 调制 稳定 区 : 它 包含 在 第 一 象限 和 第 三 象限 以 及 第 二 、 
四 象限 和 一 对 双 曲 线 jw + 1 = 0 所 夹 区 域 ,在 此 区 域内 所 有 旋 波 
解 是 线性 稳定 的 . 

CEDAR KRGE REK”) :这 个 区 域 在 调制 稳定 区 之 
外 ,为 一 对 双 曲 线 . 


1 + v < v2c+1 


Cip- >œ o (4.13) 
所 界 , 且 d < 2 Yo 
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(省 )* 硬 油 流 ”区 域 (黑暗 区 ”) :估计 (4.14) 失败 ,代入 以 
—de+ (l+ mo)|2+2n atn Qto- dal 


J, < CR (I+ n)o(2- do+2 a) (4.15) 
这 是 一 个 更 弱 的 界 ,上 且 满足 约束 
om 
od — 2 
2 2 < m < 1 +I. (4.17) 
在 黑暗 区 最 好 选取 > 为 
1/1 1 1 
m = lh ty + 二). (4.18) 


更 简捷 一 些 ,可 用 
m 二 1 (4.19) 
代替 .不 幸 的 是 ,(4.17) 给 出 了 m 的 下 界 . 它 依赖 于 量 od ,于 是 可 
分 三 种 情况 讨论 : 
(1) EKER od < 2, 可 取 m = 0; 
(2) 临界 od = 2, 则 任何 m > 0 成立; 
(3) 超 临界 ,od > 2, 则 m 的 下 界 严 格 为 正 , 且 v RAER. 


v 1< 24d 1 (4.20) 


o = 1, 可 得 如 下 定性 估计 ( 见 表 4.1) 
表 4.1 


1 
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TT 
di 域 | v lš EEEE) PESU PIES 
-一 -| 一 + — 一 

> [not na m(l n tn. -lt+utmtltn) | |+ m` 5 
2 S B P< m(| + n) | ni m E" 
3| 非 黑暗 区 dn -2 | ja 2 4 4 

二 WI Dm n - 2 t mn)' Uitm) Sm - 
3 88 £ (2m —1)(1 + n) 2m -| 2m -1 | 2m-] 


"+" 表示 近似 值 
ENI KERRAK 


J, + BR Va- 
J, + BYRD” , 
kasr = K,., 18=0， 
则 可 得 | | 纪 的 时 间 平 均 和 时 间 渐 近 上 界 估计 ， 
Cu liD ~ KS) al ~ Ki Sk. (4.22) 
以 下 作 一 些 预 备 性 估计 . 直接 对 GL 方程 (4.1) 计算 可 得 
引 理 4.2 ”对 于 复 GL 方程 (4.1),G, MJ, 满足 如 下 发 展 方程 . 


Cr _ — ` . 2m. * 
Uon +l) ` FG, — G,+1 + Re (1 + wf | u |u Audz |, 


Fl 一 K,., = | (4.21) 


(4.23) 

1 - n 2a n * 
>J, = RJ, = Jasi- Re| (1 + |Y (u | u |) V "u dz], 
(4.24) 


再 估计 (4.24) 右 端 最 后 一 项 . 
引 理 4.3 “对 一 切 正 整数 d,o Mn 满足 如 下 不 等 式 


fv | u 122) Vu" dr < Cn, p) || V "u |l 5p Ilu lli, 


(4.25) 
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其 中 广 + 二 = 11 < p. r < (4.26) 


z 在 积分 内 部 取 绝 对 值 ,利用 T” u 1 u 122) 的 Leibniz 展 
开 和 三 角 不 等 式 得 


jv | u 1?) Vu de 


E 2z41 
KCl») >; |: V ru | |! | V%u | dx 
a € N°! 1=1 


-al=n 


<S Cil) | V'u l, ， 之， ji || V“ l, 


e€ N i=l 
2+1 
(由 Halder PFA, , D ta = 1) 
< Geno) Y'all Dv, , 
ag Netl j> 1 
(对 | Vsa Il p 插值 , 见 以 下 说 明 ) 
= Cn,p)l vu 13 a i33 (4.27) 


(利用 以 下 关系 式 (4.30) , 置 p = Pt pz = po/( po- 2)), 
其 中 


b = =, (4.28) 
2npoo 
pj = = 2n + npo t a; (2 — po + 2o)’ (4.29) 
容易 验证 
2a+1 | | 
20 = = 1, (4.30) 
2o+1 
1_1 npo ~ 2n (2— po+20) _ 
Sp mt tD npa ol anpo -= 


(4.31) 
最 后 ,我们 必须 验证 由 (4.29) 定义 的 pj WE 1 < p; <Ç eo. H 


d 
基本 运算 ,(4.29) KAHER H 0, CH aj € (0, n) 时 ) 不 改变 符 


E. 因此 ,充分 考虑 极端 情况 o = 0, 户 =2poc 人 po -2)，aj = n, 
b, = 加 ,显然 有 1 科 广 委 co, 由 此 断言 上 面 Holder 不 等 式 成 立 ， 
在 引 理 4.3 中 , 是 自由 的 ,今后 估计 中 令 p= 2 + 2c， 

推论 4.4 “对 一 切 正 整 数 4 ,o 和 和; ,下 列 不 等 式 成 立 
I | ú 2) e Tru dr Sel, t Cle), Gh, (4.32) 


_ 2o od —2 
T 2—od+2mo’? 2o < m < °. (4.33) 


证 ”由 内 播 不 等 式 和 引 理 4.3 有 
IEKE | u 1) e Vu” dr 
S Call Vu LEO EV u ESC Pa pa 
=CJ JG” (4.34) 
(由 Young 不 等 式 ) 
< J, + Cse JIGI, 
= Jya t Cs( 6 )J,G;,, (4.35) 


S 


g 


其 中 指标 si = 2(1 y s 13 mo’ 

约束 (4.33) KA sı < 1, 以 便 应 用 Young 不 等 式 d = 1. 引 理 
4.3 的 条 件 r > 工 必 将 更 加 限制 (4.33). 故 对 < > < 1, 我 们 必须 
补充 我 们 的 证 明 具 有 不 同 的 插值 ,为 了 得 到 更 一 般 的 结果 ,于 是 估 


计 
fre ta 2); Yuda f< C, | V" NB 1 12 
(对 最 后 一 个 因子 进行 插值 ) | 
< C, | V" WRI v> EPL Y u || u I 125)2 
+ u ISG T u dad) 
Cv al vada) vr 
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+C (| VA tu EC T” u |. 1 Vru l.) Ya 1137. 
(4.36) 
最 后 一 步 我 们 已 用 了 Poincare 3856 4E RE 3 J 8 8 V u HL 
模 上 ,这 是 为 了 吸收 附加 的 低 阶 项 到 主要 项 来 . Gagliardo-Niren- 
berg 指数 s,.si 为 


l-r _ 2ron + 1 
S3 一 


Zorn +or+1l 4 2yon + ro + ] ` 
如 选取 X= 十 一 1， 由 (4.36) 即 得 (4.34). 
推论 4.5 ”对 一 切 正 整 数 d,o 和 7 有 如 下 不 等 式 
ikat [u 12). V" dr < C(O0J U G. (4.37) 
证 ”由 插值 不 等 式 和 引 理 4.3 得 
EJE |u 17). V'u`dr < 


< C| Vrtu 12 


° | u | Tot) -| u i3 Zotta] 一 = CJ G. 
(4.38) 
推论 4.6 “对 一 切 正 整数 d.c 和 ,有 


fv" (u lu 1%). V'u*dr| S ejn: + Cle)(G + Gn), 


(4.39) 
其 中 
| = 2 t 2o — do + 2na a = 8(n + 1) +1 
2- dot2mo ”0 om +] ’ 
s 2 < m < n]. (4.40) 
证 继续 插值 (4.38) AIA 
/GN S CN Gl GL (4.41) 
(由 Young 不 等 式 ) ES 
=< 避 1 + Cule) (GY G?) (4.42) 
= J, + Cule), + GL), (4.43) 
其 中 
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d(l- m + n)o _ 
S557 2 + 2n +2mo -dmo + 2mna’ 


(1+ n)(2+2ç -da +2no) 
56 © 2 +2n + 2mc — dmo + 2mno` 


显然 需要 0 过 ss < 1, 由 此 得 到 推论 中 的 限制 条 件 . 
现 估 计 J, MG, 的 长 时 间 界 . 
定理 4.7 ”对 一 切 Mo > 0, 如 下 先 验 估计 成 立 ; 
Go < Rš. (4.44) 
证 ”由 引 理 4.2 中 的 (4.23) 或 (4.24) 给 出 


Go = 2RG - 2G] — aJ) 


<2RGo-2G ， (4.45) 
(由 Holder 不 等 式 Go < ||1 ||, GU ), 
G < 2RG. - 269}, (4.46) 


解 微分 不 等 式 即 得 (4.,44). 
定理 4.8 ”对 一 切 d,p,o >0,m >0 HHE 


11+ 记 | 过 于 二， (4.47) 
om 
则 有 估计 
一 一 1 
G, < Ri'™. (4.48) 


证 ”由 引 理 4.2, 对 G11 运用 Hslder 不 等 式 ,并 对 最 后 一 项 
分 部 积分 得 


Gn 、 GU 
Hom +1) SFO Gn 


- amRe[ (1 + i) 1 u Pe Du Vu + Vuda 


- (m+ D| iu 2217 az 


Gmm +l/m 
=< RG;,, — T - [C(om + 1) — om ll 
G0 
+ iy al | u 12 | Yu ldr. (4.49) 
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因此 ,如 em 11 + iiom +1, 则 上 式 右 端 最 后 一 项 非 正 . 可 以 忽 


略 , 再 注意 到 Go < Rz ,由 微分 不 等 式 (4.49) 即 得 (4.48). 
引 理 4.9 ”对 o > 0 有 如 下 不 等 式 


Re | |u |u" Audir |<- 2a H f |u žu * Audz ， 


o 十 
(4.50) 


iml | |u u" Auda || <2; || | u |u* Au dz 


, 


(4.51) 


- Ja ~ aG S- 2a | | u 26 ^udz.. (4.52) 
证 ”分 部 积分 得 等 式 


| u lu * Audr = - cj vv . Vuu 2 | u daz 


— (o + | | Vul? lu ldz. 
注意 到 | Yu Vu ISI Vu 上 .考虑 结构 


z = gàire — (c + 1)r, (4.53) 
其 中 > 为 正 实数 ,0 委 <1, NA 
I Rez = arcosg ~ (o + 1)r, (4.54) 


| z |2 = oA + (c + 1)2⁄2 — 2Əo( c + 1)Àr2cos0. (4.55) 
联合 这 两 个 方程 得 


Rez =- 


I z Ë + [e2(1 — 2) t2 + 1] 2 
2(G + 1)r 


< lz + Qati)? 
5 2(c + 1)r 
对 于 最 优 的 x 即 得 (4.50) ,由 等 式 
| z |? = || Rez 12 + | Imz 2, 

即 得 (4.51), 最 后 ,(4.52) 易 从 表达 式 的 右 端 应 用 Cauchy-Schwarz 
不 等 式 和 Young 不 等 式 得 到 . 

定理 4.10 XH- d,o > 0 且 满 足 
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AD o 
则 如 下 估计 成 立 
FC RS. (4.57) 
证 ”由 引 理 4.2 有 
JF = R(Jı + aG) 一 J2 一 a G> + (1 + oa) 


‘Relf |u (u * Audr]+ (y - ay)mm[| | u |u“ Audz | 


(由 引 理 4.9,&k € [0.1]) 
RO +aG)- (1 — b)(J; + a2G;) 


- [2a + (1 + oa) va tl 
一 | /一 ole] |e * Audx (4.58) 


上 式 右 端 最 后 一 项 的 系数 ,可 选取 a 使 之 非 负 ,因而 可 以 忽略 . 事 
实 上 ,可 设 uw > 0, 否 则 jw < 0. 可 设 u > 0,v > 0 及 极限 情况 


= 1 ,条件 为 
V2c+l1 


2 可 
2a + (I + a°) 11 z4] 


最 优 的 a 即 为 (4.56), 现 不 等 式 (4.58) HENW 


- (p a2v) > 0. (4.59) 
< (o + 1)RFı — (1 — #)(J; + a2G;) 
(对 最 后 一 项 进行 插值 ) 


"2 
< (crDREF -U -Oc (4.60) 


容易 求解 得 到 (4.57). 
定理 4.11 对 复 GL 方 程 ,o ,4 和 为 正 整 数 ,对 一 切 m >0, 
r 之 0, 且 满足 


l... 
2” 


_ 2 
d- Z< xn =< n+1, (4.61) 


则 有 佑 计 
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T, S Cla J G+ 低 价 项 ， (4.62) 
其 中 


rí 一 


=o 1 (2 +20 -od+2na)(n-r)} 
I+n— r” 2 (2-dot2mo)(l+n-r)' 


证 ”对 (4.24) 非 线性 项 由 推论 1.6 进行 控制 ,对 Laplace 项 作 
插值 估计 


Jn =< J, J; f (4.63) 
可 得 " 
$ p J. 
J, < 2RJ, + Cln, u) Ga + Cn) 一 一 -二 . (4.64) 
J r 


解 这 个 微分 不 等 式 即 得 (4.62),(4.61) 来 自 推论 4.6. 
这 个 定理 可 应 用 如 下 :在 定理 4.10 成 立 的 区 域 ,如 4 < 2 + 


人 ,可取 = m = 二 如 - t Q “各 二 成 立 ,得 


lu ul 

J, < CR qta istana . (4.65) 
当 定 理 4.10 失效 ,可 取 + = 0, 利 用 定理 4.8 中 Gn 的 上 界 , 可 得 
J, < po i a (4.66) 

其 中 
Il L | mm tl (4.67) 

EIn 
现 考虑 时 间 平 均 . 


引 理 4.12 ”表述 了 某 些 量 的 时 间 平 均 永 远 图 于 相应 的 时 间 
渐 近 的 上 界 ,因此 


(Jo) < Jo < Rš. (4.68) 
由 时 间 平 均 方 程 (4.45) 得 
(G, + J) = (RGo - > Go). (4.69) 


利用 引 理 4.12 有 


(J) < R(Go) < RUG, 
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(G) < RCG) < R's (4.70) 
"in > 1 时 ,没有 适当 的 方法 计算 时 间 平均 虽然 不 存在 最 优 方 
法 ,但 可 用 插值 不 等 式 得 到 时 间 平 均 估计 


JL JEJ (4.71) 
SJET, (4.72) 
G, 的 时 间 平 均 ( > 1) 可 类 似 得 到 . 
最 后 ,考虑 动力 长 度 . 
设 f(z) 为 [0,1] 上 的 充分 光滑 周期 函数 ,k 为 正 数 , 作 下 氏 展开 . 
f(x) = > Je" = (> + S Ve", (4.73) 
这 里 lal = (A+ h3 + + hi), W s > z, 可 估计 
| rl. Bl 
| £ |< < < >, lJa, I+ = lA iai A i 


(由 Cauchy — Schwarz 不 等 式 ) 


1 N" = 
(人 
[h sS hE 2 


+ 474) 


a E >£ hE 2774 
不 等 式 右 端的 第 一 ,第 三 项 能 用 和 的 积分 近似 估计 ,有 

lfl. < Cal fl, + Crs v2 (4.75) 
当 取 

Vf] 
k = C LE, (4.76) 

则 (4.75) 中 二 项 相等 ,由 此 导出 Agnion 不 等 式 , 这 里 可 把 & 考虑 
为 动力 截断 波 数 , 取 了 = V'u.n = x + r, 导致 


— 1 
NG) ~ kn (E) = (J 2. (4.77) 
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我 们 希望 ; 
(|) l ~ h, (t) H £ — co 时 保持 有 界 ; 
CI) 这 个 界 在 定性 上 是 与 n ,r 无 关 的 . 


令 
utl 
Fn = Ja 十 B2"R 7 » (4.78) 
L 
_ Sn War) ' 
An = (2) . (4.79) 


我 们 先 估计 A 的 时 间 平 均 , 再 叙述 相应 的 时 间 渐 近 的 界 ， 
由 引 理 4.2 和 推论 4.4 可 得 
y, <2RJ, HCLG = Jr I 
SRR fn + Chn Gn — furl 


< 2R$, + C #,G5, n ne> (4.80) 
BRIA Sn , 再 取 时 间 平 均 得 . 
x. + S 2R + C (G). (4.81) 
由 引 理 4.1 #l Z, 具有 下 界 可 得 
Q.) < C CG. (4.82) 


固定 m = 1, 对 于 亚 临 界 和 临界 情况 有 估计 
Q < C (G 555) 


< C, (G; r= 


< GRANG. (4.83) 
对 于 超 临界 情况 ,固定 ; = 1, 有 
Aar? < C (Gr 2 》 (4.84) 
对 于 临界 情况 ,do = 2, 此 时 从 (4.83),(4.84) 有 
(LCG L GR., (4.85) 


注意 到 所 有 常数 均 与 8 无关, 因此 可 选取 8 > 0 充分 小 ,可 得 时 间 
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渐 近 的 界 
_ y, pS 
xo, = ， (4.86) 
BZR 
对 n 充分 大 ,由 (4.65)(4.66) 给 出 的 关于 J, 的 界 可 得 


GRE T ,在 非 黑 里 区 域 上 ， 


R, (4.87) 
RT Ei EREK E. 
现 考虑 了 ”估计 


MOSALE (i gep) 
(由 Hölder 不 等 式 ) 


1 
fn " rira 一 人 人 
< CI l EGTE) 
P 


< CA 2 S, (4.88) 
其 中 
F, = J, + G, + BRE, 
2do _ (d —2n)s 

U 4n 2dpo + 4npo? 7 -Jn 4 dpo — 2nba ° 
ry = d(n — p)o ri = = 2o 加 

2n — dpo + 2npo’ 2 - do + 2 po 
y n(— 2 + do — 2 po) 

5 = 


-2n + dpo ~ 2npo' 

对 亚 临 界 和 临界 情况 <1, É p = 1. 
d(—1+ n)o __ 206 

2n — do + 2no’ 4 = 2 +2o -do 
n(— 2 — 2s + do) 

—2n + do — 2ns ’ 


因此 r3 + rs = 1 ,连同 (4.83) 一部分 估计 有 
(llu | 225 << < CLAE era “š. (4.89) 
对 于 临界 和 超 临界 情况 , 置 >，= 1, 


r3 一 


rs = 
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d(—-2 +20 + ds -2no) = —2+2o + do 
3” C 2d +2do + do -åns -2dr 2o 
_ 4nc o 
— 2d -2d — d?o + 4no + 2dno` 


因此 r3 + rs = 1 ,连同 估计 (4.84) 有 


rs 


(lu E < C Cn ds 2). (4.90) 
为 了 得 到 L 模 的 时 间 渐 近 上 办 ,我 们 能 用 插值 ， 
I u |< G+ 低 阶 项 ， (4.91) 


由 定理 4.11 对 于 上 几 的 界 和 定理 4.8 或 定理 4.10 关 于 G,, 的 界 对 
充分 大 的 n 仍 可 得 (4.87). 


$5 一 般 Ginzburg-Landau 方程 解 的 
水 平 集 的 Hausdorff 测度 


我 们 研究 如 下 的 复 GL 方程 
u, — (I+ )Au + (1 + ip)i a 24 — au = 0, (5.1) 
其 中 分 又 参数 ,EE ` u E ` fla > 0 2⁄3E. u: š> C ARAA 
数 . 考虑 周期 边界 条 件 在 Q = [0,11 EME 
ulz +l,y,t)= u(r,yt+1,1) 
= ulz, yt), vy € x,t € [0,œ) (5.2) 
和 初始 条 件 
u(z,y,0) = zxo(ryv)ryE ?, (5.3) 
这 里 uo 为 给 定 的 周期 的 、 局 部 平方 可 积 函 数 . 
这 一 节 主 要 研究 GL 整体 吸引 子 的 振荡 性 质 , 即 要 估计 GL 方 
程 整体 吸引 子 零点 集 的 Hausdorff 测度 .为 此 ,要 用 到 基本 的 几何 
测度 论 知 识 ,GL 方程 解 的 Gevrey 正则 化 , 强 挤 压 性 等 . 
ËO = [0,L]",L >0,n E: . 令 


LA (0) = |f:s | < %.f,0 为 周期 的 ,对 任 
Jd 


何 f€ Lal), RA FREF 
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fxr) = X fet, e ES", (5.4) 


其 中 广 E 二 为 F 氏 系数 ,9 = 2r/L BJ £ = f Vj Er 
里 * * ”号 表示 复数 共 罗 .注意 到 


Ilka = 571, 


J 


lJl=1ljil+]Jjo lto +l jade 


[jl = (ji +] j 2 teet j P). = (jo ojd € z. 
定义 IFR = > |g lm i f 12, (5.5) 


je =" 
对 任何 m > 0,23 Sobolev 空间 
HLA) = fa) = Nft fe 


= | £| +g” | fl ol. 
容易 看 到 ,如 m EN , HUN) 是 所 有 这 样 的 函数 ,fF E Ll), 
它 的 直到 m 阶 广义 导数 在 2 上 为 平方 可 积 . 
现在 来 引信 Gevrey 类 ( 实 值 函数 ) , 它 的 F 氏 系数 指数 赵 于 零 ， 


T(r) = |f = 2 fer, | f l Po) 
JET 
= L" 0e29lilr l F < œl, r0. (5.6) 


j€ > 
对 任何 在 集 S 上 的 函数 六 以 
N(f,S)= ix € S:f(xz) = 0! 
表示 零点 (节点 ) 集 . 
35.1 Hf APARTE 
J|, = iz€c:imzi< êl, 8 >0 
L. BA E OKKAM. EME 
Sp | f(z) ISM max | f(z) l. (5.7) 


其 中 M >1,L 之 0, 则 
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Card[N( f,[0,L])] S a202 = a) (G M.L). (5.8) 
证 设 rzrvE[0,L] 为 了 上 在 [0, 世 ] 上 的 不 同 零点 ,由 
Schwartz 引 理 和 (5.7) 推出 


| f(x) 1 < Sp We )| lI 


Xx;) 
tanh = 一 (r zi) | 


48 


e 
< M [anh 75 ) max | #(y)l, Vz € [0,L], 
48) velo.L: 
因此 
M(t h rk ) 之 1 
an 48 二 一 ka 
由 此 得 
logM zL _ 
N< logcoth( rL /46) 一 < (pgM)e2 = a>. 


ER M È1,H Hogothr Le”, rE s. 
定理 5.2 设 r >0,f€ T(r) 日 不 是 零 函数 ,满足 
lfl reo < MI fl, (5.9) 
其 中 M > 0, 则 存在 a = a (L M ,r,n) 使 得 
3 (N(f,Q)) <a, = CLII+logM)ecr，(35.10) 
这 里 y l RRI — 1) HE Hausdorff 测度 . 
在 证 明 该 定理 之 前 , 先 注 意 Agmon 不 等 式 


LA = sg FOIL GOAIE A + 22 llu), 


fE Hea), (5.11) 
H(5.4),(5.5) 推出 


| S f = = ra | q; |” | Cig) 121 £ | 


< | qj [30 tla ) | f 12 
jE 
L"[2(m +ta1)]!x obr 
< PEHEN 1 en 
J€ z" 


< L"(m +|a 1)! N | 
六 2(m+la 1) 一 If | Fetal ar 


JE z" 
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VaC Ni, mE N, f€ HYI (0). 


因此 ,(5.6) 有 

gle alf ( )! 
[2 „a mS mila | f | rey Ó a ENG, 

Ja | 

mENo,fET(r). (5.12) 

定理 的 证 明 由 (5.11) 和 (5.12) 得 

of WI 

dr? L 

Jlal f | 1 g'e! f 1 n gle! 
<cl E L? Jr! n + q2 Ox” 3 
l l 

C, [Qa ll)2[(a + | a |)! u 
<| 5 ao 

r r2 

<€ | | 12(n+lal)⁄2 (at) n 
<—— Ta É E + Q| Fa 

la 1 
< a, > -Lg 上 | flr,,, (5.13) 
其 中 
1 
n ! 2 a 
a = GA DU. | 
r2 


类 似 于 下 面 (5.14) 的 估计 , 可 知 对 任何 zo € 如 ”级 数 
> (FE) - ro) K EE c € 2% 目 1z — za < Z 


ar 27 
这 就 表明 函数 f, 除 了 一 个 零 测度 集 外 ,在 每 点 是 实 解析 的 ,每 点 
的 解析 半径 至 少 为 元 .我 们 能 在 

Hí = {z = (izzz): | Img i< 8, Yj € |1,2,---.nl] 
上 延 拓 /为 全 纯 函 数 广 其 中 9 = go. (5.9), (5.13), 3} z € 
I; £ 
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JOI > HER) Š 
€ NI" 
“lai 1g 
< Mas | fll 2 > ral! 


a€ N” 


< ML? a3 I| Fil L” > Gn) al 


= MLzas lfl 7 


k=0 (2n)* pop a! 


=ML +a; | f || L° So tma lfl". (5.14) 


Hp a, =2ML2a3, No = 10,1,2… 注意 到 如 n=1, 引 理 5.1 
给 出 我 们 的 断言 ,如 n>1, 我 们 首先 导 求 > € Q 使 得 


|F (zo) >i sup | A (z) |. (5.15) 


利用 简单 的 平移 ,能 设 ro = 0, 由 [下 ,3;4.10] 可 知 ,存在 奇 性 集 S 
CQ, 具有 -1(S) =0 使 得 NGCA,Q)NAS 是 可 数 的 (2 - 1) 维 解 
HIERAAN 
INCEST 1(N(f,Q)N S)< oo 

集合 的 并 集 , 令 rt1=(-L,0,0,0,…,0),xz2=(-—L,L,0,0,.…, 
0),z|=(-L,0,L,0,:: 0), r, =C- L,0,0,: L). X$; = 
1,2,…,n fla e € Sr 4i(z) 表 示 通 过 x; 具 方 向 w 的 直线 和 流 
JÉN(f,Q)N S 的 交点 数目 .简单 的 几何 运算 可 得 

HNC ON EC LD $e,(w) dw, (5.16) 
其 中 C, RPF n. 对 固定 的 JE 141,2,…,n| 和 wE S" 1, 舍 计 
LC) ,我 们 仅 需 考虑 wE Sr 1! ,对 它 1/,(w)<%, 事 实 上 ,考虑 函 
数 g. :0 一 S" :定义 为 

£ 


g (z)= 过 一 二 rE, 
lr- 
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则 由 LF,2,10.11j 可 得 
| 0) < (Lip g)” e !(N(f,0))<e, 
、 


这 里 Lip g, Xg 的 Lip 常数 ,这 就 表明 1,(v)< co ,对 于 几乎 处 处 
,ES 成立. 因此 可 设 

#G)= (z +e), (€ H. 
不 是 零 函 数 ,由 (5.15) 得 


[$0)1= flr) l= IFO) sup IF) 
a4 €e H: 


1 , 
PaP LD 
由 引 理 5.1 推出 
L (u) < asl, az, L Vn +3), 
这 里 maxdist(z , Q) = 上 Vn + 3. 联 系 (5.16) 最 后 得 


HWANG ND) < CsL" a.a Lyn +3). 
定理 证 毕 . 

为 了 研究 GL 整体 吸引 子 零 点 集 的 测度 ,我 们 引用 一 些 有 关 
GL 方程 整体 吸引 子 ,Gevrey 正则 性 以 及 挤 压 性 的 已 知 结果 . 

W =[0,1]*, 日 为 复 值 , 具 0 周期 函数 , 且 平 方 可 积 的 函数 
空间 .对 任何 EH, ER F 8 JF28 


f(z)= > fer z € (5.17) 
je 2 
其 中 PE - (€ 2). H A Hilbert 空间 , 具 内 积 和 模 
(fa)=Re| 应 ae H, 


上 f=(f,f)3, feEH. 
车 如 (5.17), 则 | j= > 1 £ 2. 


JEZ 
Af = 2012m 13+ Dfe s220, 


J€ <° 
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| J 上 = GWY + G, V j = GP, O) E z? 3-1 s > 0, 
A 是 正定 闭 算 子 具有 定义 区 域 
DA) = | = X ge EH: A'l? 
je 2 
= 3] jg Pdi} a 2 <o]. 


J€ =° 
注意 到 Aj= -Ar+ FAED(4A), 即 有 
IAF L> Isle, EDA?) 


设 u = u Bus uz, u3} = ujuzu3 ,能 写 GL 方程 具 形 式 
u tlltiv )Auz T (I+ ;a)B(u,u,u)—- (a +1+ i)u = 0. 


(5.18) 
关于 非 线性 项 B 具有 不 等 式 
(Blusu uz) ua S | e He ii ua li> I slg I ualle, 
(5.19) 


(Blur uzsu3) u |S |] e le lule l uz | l uall? 


和 
. 工 ， 二 二 
|(Bluirsuz,u3) ua) SCs || B< IZI Au l 2 ， 
J 二 L? L 


(5.20) 
对 一 切 出 现 于 右 端 的 ui, usus, ua 的 模 均 为 有 限 . 
已 知 [12] 对 任何 woE 瑟 ,存在 ($.18) 的 解 u(t1)= S(t)wuo(t 
之 0) ,u(0)= wuo, 解 算 子 S 具有 性 质 : 
(Í) SG)HSH,V:20,S(:) : H>H 是 单 射 和 连续 的 ; 
(H) SC(rt+s)uo= S(t1)S(s)uo, Ys,t>0,u0EH:; 
(i) 存在 常数 or. oz. p3 M ti RMF vu 和 a 使 得 
| S(z)uo |! LSP u C H, tt], 


1 
| A2S(1)uo | LSP u C H, tti, 
| S(t)uo | LOS u C€ H, tt. 
令 B, = uo CH: || uo i Sol, 整体 吸引 子 为 入 :Y= 
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NSB, 
整体 吸引 子 具 有 性 质 ， 
(a) /是 D(A 纪 的 非 空 的 紧 子 集 ; 
(b) S(t) y=., t20; 
(c) uol LSP UE 
(d) lim | ,PR ji | S(t)ugo~ voli=0,Y M>0. 


引入 算 子 


a? ` k (12 J Fp 
cj 
jE 
对 -一 切 f = N ` 2m D AZ 
f= fe € De) 
jEr 
Sn ar +o 2 
= lg = 2 g 2 T: | £ | GO) 7 [ eA £ li 
2 
jE€Ez 
- 3 上 
一 > | gj |2e2( 1201+ 2r < co 上 
2 


jE: 
集合 D(ersz ) 称 为 复 值 函数 具 参数 ; 的 Gevrey 类 , 它 是 一 个 
Hilbert 空间 ,具有 内 积 
(fsg)o0 = (È fe" g), fig € De 
命题 5.3 ”存在 常数 已 = talv, u,a) Mas = aslv, u,a) fË 
得 以 下 是 正确 的 :如 | A2S(;)uo l: < o>, V t 之 0, 则 


1 
I AZu(t) | Glast/t,) =< 202, 0=< =< t, 


上 
| A2u(t) | ou) Sor £ b. 
命题 5.4 ”存在 a6 = asly, ya), a= alv, u,a) > 0 使 得 
以 下 是 正确 的 :对 任何 两 个 解 ui 和 uo 满足 
PAu Deo t20, j=1,2, 
则 存在 惟一 的 t3 = t3(vsp, a, uj, us) € [0, œ) 使 得 
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| A3(u((t) — u(t || > aail ui) ult) 12, 


late) = D |< aO ~ D Ni, 
tE (0,3), 


| A? (uilt) = uht K agl uilt) u(t) ll, 


tE t, œ). 


现 人 研究 两 个 解 的 差 的 Gevrey 类 性 质 . 今 u, € DCA), k = 


.3,4,r > 0; 
`A daje 
MA = `>: u e. 
jE 
~ y- I ` . 2 12 
Uk = Dup pe + 一 > | u | e27 l) ey = 
J€ =? j= 


| Au leey = Au, lis 20.4 € 11,2,3,4}. (5.21) 
518 5.5 我 们 有 
I (Blu, uz, u3), ua) G0) IS (B(ui,ua, us), u4). 
证 BAG) = (2a lti, VEz, 我 们 有 
I (B(u,, u2, u3) ua)Ge) | 
2$ jtk-m) 


= IR > ， . * x 
_ e UL U2 U3 Ud, jtk- me 
2 
J.b.m€ < 


< X ulus ll as ll urn! 
2 


e?tUtk-m) 


= jtk- m)- ($k) 
5 Ài 3 jor pe TIU A-A) 


人 
J : 


1.82, u 3,JU 4, +R- 
Jek mE z 


= (B(ul, uz, Uz), U4). 


上 面 最 后 不 等 式 成 立 ,是 因为 $ EBRA, H. 
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gad L 
| A? u; | 2 5 
G(r) 


(j +b) = 9(j) +lk) j k € x 
L 
(5.22) 


由 引 理 5.5,(5.21) 和 (5.20) 推出 
| (B(ui,us,u3), U4)e,) I< Cs |! | uj | Go 
, 1 rT? 

(5.23) 


J 


l , 
2 e‘ 
设 u, 和 u> 为 两 个 解 且 满足 
= 1,2, 
(5.24) 


其 中 Ul, U2, U3, U4 C D(A? rA ) 
< 2o, 


51 5.6 
| A2 (2) [tao t > 0 
balles o, t20, j=1,2 
存在 常数 as = aglv,y, a) Ñ ty = talv, p,a) 使 得 ,如 
| A3 (ualt) — us(t)) || 2 < = Qs E (1) ~ ult) | 2, t= 0, 
(5.25) 
= ag l uilt) u(t) ll st Z t4 
(5.26) 


则 有 
| ult) 一 ualt) l cup < 
< = u 一 xz, 注意 到 
v + (1 +iv)Av + (1 + ;)(B(uí,us, 0) 
(5.27) 
$t) = (% vc) WMO < at < as, 我 们 有 


证 


+ B(u,u r + uu))—- (a + 1 + ijv = Ü 
fi 


2 
;( at) 


固定 任何 a > 0, 令 = 
， , 1 
> (z) = (v ,vo f a(A2v,v) om =- (Av O )G(at) 
~ ((1 + ip)Bluisuis v), vcia) = ((1 + iy) 
B(o,uí + u2,u2),u)Gia) + (a +1) | v ll Z 
| Glan) 


1 > 
ta | A3% || Glat)’ 
其 中 (pm VY) Gm) = (ivAv ,vw ) Go) =0 由 (5 22) 
FÍG) + | A22 | Sao SC + 212 || | 
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， 1 
1 
Ažur | can [o ll can IAZ [oao + Coll+ p?) || i 


Y asao AŻ Cui + ua) léen x Iua l Sen 
I Atu len lolle LAv leen tla + D | olla 
ta lv Iou lA lain Ct) lbe 
| A?u | ta) | u || GQ) 十 - FAD | cw) 十 CU + pe) | ui 


+ uz [ Glat} | Aš(ul + e» | Glat) X | u? lI Glat) 


| Aus | Gey lo Gc) + = H A3ul? Ga) t (a +1) 
lole + LIL + 二 AZo | Ben, 
0< at 2 Q<. 
因此 (5.23) 推出 


PU) < (as + aA), € | 0,2s|， 
其 中 go = C;(1 + p’) + 2a +2, 于 是 
IDO) NB Se v0) 122 € | 0 于 | 


1 
选取 a = at = as/ / ao ,可 得 1 
2 
| (24) Il cup < ess || v0) 112, 


其 中 t4 = as/ v oo, 对 时 间 平 移 一 下 ,有 


l wle + ta) lea) S< ee oC 1220 (5.28) 
P-A 作 (5.27) A v 的 内 积 ,利用 (5.19) 得 
+ 4 | vlo=- | AŻv I2,- ((1 + iu)Blui, uzv), v) 


- (C1 + iu)Blv,u, t uz,u2),v) + (a +D ioll 
>- a llv lh- A + p" li To 12 

-C++ lol 

+ (at+1)l vll 
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D>- [az + 363(1 + pe) — (a rl] 1 > I 


=> aip | v | >. 
连同 (5.28) 得 
1 


| vlt + ta) ll cuo < es ot) 


< ee “wh folt + ta dle, t20, 
上 


E ag = ee eh BREIEN. 
定理 5.7 Rul, ul € x WA 
| uf- u? ll eap Sagl u? u2 | 12 
证 iu, uz H GL BDIH. u,(0) = u? M u0) = u3 
的 两 个 解 . 因 ut, us E r RATNE ui, uo 也 对 上 < 0 有 定义 .由 解 算 
子 S(1) 的 性 质 (前 ) 可 得 | wo le < pn lw < 
p2, u (£) le S ot € R,j = 1,2. 由 命题 5.3 推 出 


1 p . 
II A2u(t) | Gua) S 202.1 € R,j = 1,2. 
而 命题 5.4 推出 


| A2 Cuilt) wa) | <a |) aG) llt € R. 
因此 ,由 引 理 5.6 有 
| uilt) = ult) I ceap S esll uilt) - ult) llet ER. 
当 : 上 = 0 时 ,给 出 我 们 的 结论 . 
现 考虑 水 乎 集 的 Hausdorff 长 度 . 
引 理 $.8 Wl fleo SMISLE HMI: 
Ci) II Ref || re <M || Ref Il}; 
(i) | Imf|| rea SM |l Imf Il 7. 如 Ref = 0, 则 (i) 成立， 
如 Imf = 0, 则 (|) 成 立 . 
注意 到 / = ` yem fE 
je = 
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Ref = `> FU + FS, Je ARGE 
JEŽ 
Imf = Y i fr f°, jeti, 
Ez 
证 ”我们 有 
| Ref |o + | Imf i to) 


-1 N etrr] f, fi 2 l f - ft 12) 


4 i 
=X if 12e Aa < > | e? Paj D Ir — l Zl 2 
PE jE 

< M° l Zl = M°( || Ref |+ | Im/ || 2 


易 得 引 理 . 

对 任何 可 微 函 数 f, f. 表示 f 沿 方向 w€ S! 的 方向 导数 . 

引 理 $5.9 令 v= Reup, v2 = Imnao,uoE.y 则 存在 ci = 
al,pya) 使 得 对 任何 wE Si, 如 (uo)i 尖 0, 有 

m (N(o; ) ,人 ) ) 委 al (5.29) 

至 少 对 一 个 jE€1l RL. 

证 wES! 是 任意 的 ,GL 方程 对 于 空间 变 元 的 平移 是 不 变 
的 ,因此 ,由 定理 5.7 有 


+ | uol + hw) = uol) || G6) 
< || uol +hw) ~ uol l 2 hC RNIO0I. 
当 h—->0 时 ,推出 


| (ao); l| Gta Sas || (uo) 112, (5.30) 
WMC £0, C0) 0, WR 5.8 有 
| (2; w ll Tla) as | Cow |l? (5.31) 


至 少 对 一 个 JE 1 RARA j, 由 定理 5.2 给 出 (5.29). 其 
中 ou= anll, ag, as,2). 3 — YM, (u, = 0, C |1,2), 
(5.30) 推 出 (5.31) ,j= 上 .再 利用 定理 5.2 给 出 (5.29). 
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定理 5.10 设 woE.y 为 -- 个 非常 数 郴 数 , 则 存在 at = an 
(v.w,a) 使 得 

minj X (N(Reluo~ àA), 2)),# X N(Imlugo—åA),2)) 

Kap, AE.. (5.32) 

推论 , 设 a € / — T AE W EPAD 

XN(Re(uo ài) R2) San, AEE, (5.33) 
或 者 

HN (Iml uo à), 0) San AEE, (5.34) 
或 者 两 者 都 成 立 . 如 Rexo 是 一 个 常数 函数 , 则 我 们 有 (5.34), 如 
Imuo 是 一 个 常数 孔 数 , 则 我 们 有 (5.33). 

先 证 推论 . 设 不 等 式 (5.33) 对 某 XE :失败 ,对 任意 Az € 
Re À = t A. MJ(5.32238EH (5.34). 类 似 地 ,我 们 如 能 证 
{5.34) 不 成 立 , 则 (5.33) 成 立 . 

Hik Reuo 是 常数 函数 , 令 A= A t A. Bh A = Reuo,42 是 
任意 的 , 则 由 (5.32) 推 出 (5.34) ,类 似 地 我 们 能 证 , 若 Imuo 是 常 
数 , 则 推出 (5.33) 成 立 . 

在 证 明定 理 5.10 之 前 ,我 们 先 引 入 某 些 符号 , 设 EH, w= 
(wP w ES wt (wP woDESL 对 任何 上 ER ,用 
7(z) 表 示 fla 在 通过 tw 是 方向 z 的 直线 上 零点 的 数目 (T(z) 
=0,1>Y2). 令 

Ilw, f) = |: Cr)dz， 
这 个 积分 是 存在 的 . 

现 证 定理 5.10. 因 wo 为 非常 数 函 数 , 则 存在 w, w, wE sS! 
使 得 它们 之 间 任 何 两 个 的 夹 角 为 2x /3. (uo)w 为 非 零 常数 ,JE 
{11,2,31, 令 u; =Reug, uz = Imuo, > À =A + A EC (A,A. C 
R), 我 们 希望 找到 

m= min (N (u; ~À; N)) 
的 上 界 .如 ui Ai 和 ws 一 Xz IRER RM, ES N(u i A 1, Q) 
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和 Nu- ,2) 由 可 数 多 解析 曲线 所 组 成 ,也 可 能 有 有 限 数 的 
奇 点 ,这 些 解析 曲线 的 两 条 在 每 点 上 形成 夹 角 至 少 为 xm6 , DS ES HH 
线 具 方向 w, w 和 w, AIE 

m2 wpsu TA ti ul — A1)) (5.35) 
和 

M2 wp us ÀA) ti w Wu A)) (5.36) 
XF-—UJ k, E1123, kÆ., ERE E EMR. HU PSS ui- 
à, È usà ZAFE RR, (5.35) FTE ki kE 1,2,31(k > 
&2 ) 使 得 


LETEN ADSG j=1,2. 
而 由 (5.36) ,存在 3,k4€E11,2,31(&3 天 1) ,对 它 有 
lw u= ADG > j=3,4. 


因此 取 kE {kikai Niks, kal 可 得 


IG; Ni) j=1,2. 


由 Rolle 定理 ,可 得 

Uw (Ww) )F -2, j=1,2, 
于 是 由 [下 ,2,10.11] 得 

Hy Ye DG 2, j=1,2. 


引 理 5.9 最 后 给 出 区 4(al1 +Y2)= ap. 定理 证 毕 . 

如 果 解 的 节点 不 属于 整体 吸引 子 ,我 们 有 如 下 结果 . 

定理 5.11 iu, 和 为 GL 方程 的 解 ,w= u,- us, MEE 
a= al3(v,wa) 使 得 至 少 下 列 可 能 性 之 -一 成 立 : 

(i) lim l ole) 2 =0, 

(i) 存在 ts=ts(v, u,a, ui, u E44 

minj.“ (N(Rev(t),0)), ANOM) A) Kag, tts. 


(5.37) 
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证 ”由 命题 5.3 推出 不 等 式 (5.23),(5.24) 成 立 ,t 宇 ti1 + 2, 设 (i) 
不 成 立 , 则 由 命题 5.4 推出 13<% 和 不 等 式 (5.25),1 之 ft1+ t> + ta = 
15. 定 理 5.2, 引 理 5.8 和 引 理 5.6 可 推出 (5.37), 对 适当 的 an. 

附注 ”以 下 举 一 个 例子 ,说 明 很 难 扩展 定理 5.10 的 结果 .对 
任何 z€ y: ,构造 GL 方程 的 解 u, 使 得 

A (N(u,(:,2),Q))=n+1. 1€E[0,%). (5.38) 

考虑 ODE 

$F na) (Fi B+ Fi) Gg) agli) 
=0， 
BAJ $(0)= bo, $ Ó € C ER, 8 


LAA) (20260) 8-a lOO 


具有 上 述 问 题 的 一 个 解 p: [0,2 N 101. RE 
u(rz,y,t)= $e mm >, yEN ,t>0, (5.39) 
为 GL 方程 满足 (5.38) 的 一 个 解 . 


$6 二 维 广义 ( 具 导 数 项 )Ginzburg-Landau 
方程 的 整体 吸引 子 


现 考虑 二 维 有 界 域 上 如 下 的 广义 Ginzburg-Landau 方程 


ZH Z ou + (1+ iv)Au C (1+ ip) tu [u 


tah V( |u| u) + pA Tau) ud? (6.1) 
具有 初始 条 件 
u(r,0)= uol), ENQ (6.2) 
和 周期 边界 条 件 


2=(0,L)x(0,Li),x 在 2 上 是 周期 的 ， (6.3) 
其 中 zx (zt) 为 未 知 复 值 函 数 ,co>0,o>0,v,rya 和 有 均 为 实 常 
F, Aisi 为 实 向 量 . 
1996 年 , 吝 柏 灵 和 王 拆 祥 在 [5] 中 证 明了 :如 wo€ HlO), 
存在 6>>0 使 得 
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3< a< = ==, (6.4) 
JHA] 
则 问题 (6.1) 一 (6.3) 存 在 惟一 整体 解 u(x,:) 
ulz, DELO, T; PANAL O, T;PA)), 
并 且 具 有 整体 吸引 子 及 吸引 子 的 Hausdorff .分 形 维 数 的 有 限 性 . 
现 对 问题 (6.1) 一 (6.3) 的 解 作 一 致 先 验 估计. 

引 理 6.1 设 wo€ Hi(Q0), 则 对 问题 (6.1) 一 (6.3) 的 解 有 
iule) l KC, V Zt. 
h 6 DA u 的 L? 内 积 ,再 取 实 部 得 


d j u || 2 = i u dr ~ H Vull? - a! u \ tdr 
14 Pla 


+ aRe ha . V(l u ada 


+ BRe AEE - Vu)lu lu" dr. (6.5) 
HE A- = (a,b) WA 


Re pt Vu) l u Pude 
Ju x x 

= Ref (< 这 + ) u az 

0 Tı T? 
= 本 | 2 9 2 if 22 2 
= gle) 2 lu de+ 4| blu Jz, |“ “dr 

L L 
= |, def, 'alu Panle dri 

+ dz blu P zlu 12dzy = 0. (6.6) 
Ref a. VO u uua dz 
= Re Qh V Iu 1?) I u Pdz + Ref (Ai Vu) lu lu dz 


-f o. V ju 2) 1 u Pdr +— ARGE V | a É) | u dr = 0. 


(6.7) 
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于 是 从 (6.5) 一 (6.7) 得 


1d 2 2 | 20+2 一 | l?d 
z grlu l + [Val +] lui dx oj | u x 
<3, | u dr + C, (6.8) 


其 中 常数 C 依赖 于 参数 c,p ,今后 仍 用 常数 C 表示 依赖 于 参数 资 
料 (e,p,v,4) ,由 (6.8) 有 


方 全 ul2+ BEZIES | u 2de < C. | 
由 此 得 


Slul? f iu Pde <C. (6.9) 
H Young 不 等 式 有 
lul2=lul2. 1<1ul222 + C. (6.10) 
积分 (6.10) 得 
hal?<| u 2de + C. (6.11) 


于 是 由 (6.9) 和 (6.10) 有 
lult Jul? <c. 


由 Gronwall 不 等 式 得 
Puil? i uol e + C< R2et +C, V:2>0, 
<2C, Vtt., 
其 中 := ,您 . 引 理 得 证 ， 
引 理 6.2 设 满足 引 理 6.1 的 条 件 , 生 存在 6 > 0 使 得 (6.4) 
成 立 , 则 Ye > 0, 我 们 有 


—1 d 2a+2 df 4o42 > 
nEn AEA dr < AES dz + e |] Au |l 


tel Vult- T| u P2 


-20V | u 2. i(uJu* ~u Vu)+l u V u` 
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一 u Vu 7 ]dz + C3 十 Co(e)( i aÀ; | 


8(I+ a)(L+2o) 
+| B21) s= -lio-7 >° Vr = i2, 


这 里 CRETAE, ov, y), Cale) WEERA €, t2 KE 
于 参数 资料 和 R, || uol SR. 
证 ” 作 (6.1) 和 | wu u BL? 内 积 得 


| 2u | u |u dz = ol | u 12ot2dr + (1 + iv) 
t n 


| Au- s| u lu dz — (1 + wol | u It2 dx 
af Gi . V(l u Pu) l u u” da 
+ IREE Ju) | u lu dz. (6.12) 
由 于 
(1 + wf Au | u |u dr 三 一 (十 w| | Vul? l| u \dzr 
- (1+ wf g| u| u* Vu: V |u ldz, (6.13) 
取 (6.12) 的 实 部 可 得 


| 20124 — 2a+2 
iro) dtja * | de = pf lu dx 


-| Vul lu ide — 2 o| |u 122721 Ç | u l? Pdz 
a n 

thaj | u 772V | u Že i(u Vu" — u *Au)dar 
-| | u 4dr 十 Rea| (A; . (l u 22) | u 222 dr 


+ Rep| (12 Vu) lu |” u" dr. (6.14) 
又 由 于 
| u HE A 
(6.15) 
由 此 可 知 
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-| | Vu |? | u dz — 
n 


O 


t |— 


u 122721 Ç | u l? ldz 
thwf | u 727V lue ¿(u Nut -u*Vu})dz 


=- | u (A +20) V iu 121 
n 

-20V lul? -iluJu* -u Vu)+|uVu” 
-uu Vu !?]dz, 


(6.16) 
2a+2d = | ! 2 t1 | d 
ef | u | r= ej. “ | u | dr 


3 > 
J4°+2d + — il | td 
u T+ 2 u T 


< | | u 4dr + C. Yt 


小 | 一 小 | 一 


(6.17) 
Reg] G; Vu)! uu dz | 


<I Aif 1 Vuliu llu da 


<3 m | Vuliu ldea d 


二 ， | u (tdr 
31 821 Vall ulg È| iu ide. (6.18) 
利用 Sobolev 播 值 不 等 式 
lal S< K hulp lult, Yu € HQ), (6.19) 
lula Khulpiluaji” yu € HQ), (6.20) 
其 中 
0 = È= < 4 < 8:0 = 0.4 >8. (6.21) 
于 是 有 
Vullis Cl Vule val SChulr lulla. 
(6.22) 
由 (6.18) 一 (6.22) 有 


i Rep| (2 Vu) lul udr | C 
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1 
ma la | la N Iu OO dr 


<y llu l+ CO) Im EB al Ta j u 


A 4a+2 
+ 十 |， Iul dx 
(如 果 g > 3,V0 < y < 1) 
161-0) 
<y luli ylulk + CO) 1 m 1T |x |, ts 


l 。 
< yll u lit yilu lamt 351 ulls 


— 8 P 
+ C(y) | Az lq 88-16+166 + |, | u (tdr 


34 
(a > 5) 
<ylul2a yl u Aa s la IED Co) 
=. Y I u H° H! 12 4o+2 
| A | (una + TN | u ldz 


(由 “3 3,q =4s+2> 学 ] 


I ; 
<ylulk+ylu lk Ef i u tde 


+ 


8U+o)}(1+20g) 
+ C(7) | A; | PAETI 
< Claus l?+ 8yh Vult i) iu de + C 


1+2 


8(1+0)(1+20) 
+ CC) | Q. | oe. (6.23) 


由 于 


(lull u)=lu  VutuV | ul =2lu  Vu+tu’ Vu, 
(6.24) 
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类 似 地 我 们 有 
Rea | (A, V (I u [24)) 1 u 1292" dz 
a 


<3 lah! 


| | Vuil u |?! 1 ldr 
n 


< YC l Au l? +87 | Vull Hf | u 1% 2dr 
dJa 


l+20 


+ C(y) | ahı h bo” yaa 7 - (6.25) 
由 (6.14),(6.16),(6.17),(6.23),(6.25) 可 得 


— 1 d 2. +2 _ 1 4c+2 
zc i dr < ;| tui dx 


“CNA + 16y | vel + Cr COO a 


+| Ma 1) 6a? i 7 一 4] u 1 (1 + 26) 
V pul? -2yoV lu 2. (uu — u" Vu) 
+l uVu* — u *Vulljd-. 
当选 取 y 适当 小 , 即 得 引 理 的 结论 。 
引 理 6.3 8586.2 条 件 满足 , 则 有 - 
| Vu l < C; + G3( ahı 1+| M2 l) RT ‘YVE 5, 
(6.26) 
其 中 C, 依赖 于 参数 资料 ,zs 依赖 于 参数 资料 和 R, | uol pi < R. 
证 ” 作 (6.1) 和 Azw HL? 内 积 得 


二 如 Yull2+ l Au |? = el Vull: 


+ Re(1 + zz) | u Pu Au dz 


一 Re s: . V(lu Žu))Au*dr 


~ BRe gt Vu) | u Au dx,- (6.27) 
Ye > 0,H Young 不 等 式 有 
polul? Seli vult+ C), (6.28) 
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Rell +i] | u Puu" dr =- Re(l + ġo) lu 21 Vu Pdr 
Rel + iu 2uVu* © V |u "dz 
=-| u 2 1 Vu Pde -S| Lu lv | u 12 dz 
n n 
+ 二 | 1u 12V i u > iu" Vu- Vu da 


=- 4], |u EA + 26) 1 Ç 1 u 12 2 
— 2yo S | u ilu” Vu-uVu*) 
+| u* Ju- uVu* Vldr, (6.29) 


|- pge| (A; e Vu)l u Au" dz 


< m. |i Yull u1? Au Idz 


KI BA vullaluls 
<Ci Ml liA il EE Ie lip Il u 129 
< C M| lal Y u I u 20-9 


_ 4. 8(1-0) 
< y |l u l+ COY) 1 @ IE | Y u |a l 4 
(Wg >3,V0 < y<1) 


< yll u l+ yl Vu | + C) 1 A i || u | 552 


[m a > 2) 


2 
<yllul;+ yl Val + yll ul 


8q 
+ C(Y) | fÀ; la-890-16+166 
(如 > 
< yC || Au rrlvel rl 


+ C(y) | Ba lg- ms 161166 < yC jaz || 2 + yl Vull 


8(I+ )(1+29o) 
+ yll u i42 + C(y) | Bay | sP la. 
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[223.4 = 4 + 2 >) 


<F3elaul? + hel Vaults Lelu Nigg 
8 +g) l+2o) 
+ Cle) | m. | sa at - (6.30) 


类 伏地 ,由 (6.24) 有 
- aRefj (21 V(I u u)jAu*dr 


Le Au l+ be || Vu lt + ye S puas: 


+ C(e) | ah， sayna , (6.31) 


由 (6.27) 一 (6.31) 可 得 
Al Vul? faul? <e] Aul? +2 ul 
+e || u l4 + Cle) + CNG ah, | 
+I. agaa _ rN u VI + 26) | V | u l]? 
-2p6VY lu -ilu Vu- uJu*)+|u*Vu 


-uVu* |2d>. (6.32) 
利用 (6.32) 和 引 理 6.2 可 得 


#8 (vi ge)s Man 
rpe | u ldzr 


SEO tO Au NSt etA M Vu Ntt ef iu eax 


+ C(e) + C(e)(] Åja [+] ñA, | 1) z a 


-4 n | u IT(L+2c)(L+ 62) | V | u 12 [2 


+ 2o(v8? — p) V lu 2. ilļlu* Vu- uVu*) 
+ (1+8 )}iu*Yu-— u Vu l2ldr. (6.33) 
由 于 
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Juf SK idul, 


(Vul? = (- Au, u) < l| Au | 


(6.34) 
Hp K 仅 依 赖 于 参数 资料 ,但 与 e 无关, 我 们 有 
e(l + 62) Il Au |? + e24 85) ll âu llt 
< EKo | Au | 2( Ko 1 € 无 关 ) 
< y las | ER e < sk): (6.35) 


考察 条 件 (6.4) ,推出 矩阵 
B t+20)(1+6°) ol- w] 
al? — u) 1+8 
为 非 负 定 ,因此 在 (6.33) 的 右 端 最 后 -~ 项 为 非 正 的 ,选取 s 充分 
小 ， wc, 35) 成 立 ,因此 由 (6.33) 和 (6.35) 推 得 


Laivu? s| iu ar) 
+4 Au ||? 
+ Haf | u 1dr 
<C+HCC ah 1+ M 1) gaa ga (6.36) 
由 (6.35) 得 
vall?*<KlAul < || Au |2 + +K, (6.37) 


az C x 2a+2 = _ ó 2c+1 
apla! dz = 元 千林 | lu lu | dz 


<tef | u 14e+2dz + cf | u ldz 
<| |u (tdr + C. (6.38) 
4 Ja 
由 (6.36) 一 (6.38) 得 
d 2 
(Vul? 


J+ IVa? 


2 
20+2 4 
TAN u | dx 
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8CL+a)(1+2e) 
< C+C(I Aja l+ ËA; 1) 00g.7 ,Yt 之 tr， 


Hri z, = max|t1,t2| ,ti,t2 已 在 引 理 6.1 和 引 理 6.2 PHR. 
再 利用 Gronwall 不 等 式 推 得 


2 
I+ 了 | ult) f2s+2dz 


| Vule) l|? + 


< (vd 1+ P [G aceae 


+C+C(l a, 1+| B1) sayade V: t.. (6.39) 
从 问题 (6.1) 一 (6.3) 整体 解 的 存在 性 证 明 中 易 知 
Lv) ?+ [| ul) de < CR), 


1+ - 
(6.40) 


这 里 C(R) 依赖 了 资料 和 R, | uo | SR. 
于 是 ,由 (6.39) 和 (6.40) 推 得 


2 
I Vule) i? + | ao az 


=< C(R)e ti) + C(l ah, 1+1 MT) Pas 加 + C 
8(1+a)(1 +20) 


2C+2C( aå; |+] m, |) 6c2 lla-7? Yt 

其 中 
ts = maxlz, ,t, + LnC(R) 
— Ln[ C + C(I ahı | 十 | m. paa 

这 就 是 推出 引 理 的 结果 . 

引 理 6.4 设 引 理 6.2 的 条 件 满足 , 则 有 

l Au Ce) 2L Ca + Ca adi 1+1 Pa 1) Se a tle) 

240ta Uta) 


+ CaCl ah; [+l Àh | | )8* 6s - llo-7 „yt > ta, 
这 里 C, 依赖 于 参数 资料 ,xz 依赖 于 资料 和 R, | sol 2 < R. 
作 (6.1) F Au 的 内 积 ,再 取 实 部 得 


ld | Au l|? = oļu l? - | VAn ||? - Rell + i) 
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| | u uN u* dr + aRel pis (I u uA u” dz 


+ BRe (Ma VTSA dr. (6.41) 
应 用 引 理 6.1 和 引 理 6.3 等 可 得 ,Yy > ; 
号 Au la+ | VAu h? l Au |? 


、 l6(l+o)(} 42a)(7+80)} 
+ CC aki iti Ba 1) yaa llo m 


` MUA 20) 
+ C(I aA +l M 是 (6.42) 


由 Gronwall 引 理 推 得 
l Au [ES Au Ne + C 


IC to) 1t20)(7+8a) 
+ C(I ahi +]; 1) 30 7 


poud ,~ 
+ CO ahi IHI Bh 6 A Vira. (6.43) 


由 解 的 先 验 估 计 有 


lAs(4.)12=<C(R), 


这 里 CCR ) 依 赖 于 参数 资料 , | uo | p< R. 4 :充分 大 时 有 


+g g 
l Au(e) | ’<2C+2C( la| +a es ea 


+ MOU oU 22) 
+2C(l]aA, +] aE Gi 


这 样 引 理 6.4 得 证 . 
我 们 注意 到 
ahi CO Au + lal) 


16(1+. 2a)(7+88) 
=< C+ C(] ah; 1+1 A, 1) tetee n 


+240U+a)(L +20 
t+ Cl ahi +i Q. |) er i ,Vi (6.44) 


其 中 C 仅 依 赖 于 参数 资料 (a ,po,y, u). 
Plasclal alr 
-2)(1122)(7+82) 


SC+C ahi + A E sar -HI7) 


MERTEN 
FEO ahi HI A 5 Yer. (6.45) 
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引 理 6.5 5| 6.2 的 条 件 满足 , 则 有 
| YAu( i) SK, YtEt,, 


这 里 K Oe BA 2). 依赖 于 
(o,p.v. # ,Pp, 4, „À, Q) MR, | un | I = < 
证 ” 作 (6.1) #fl An 的 内 积 , 肯 取 实 部 得 


Za vA = pl VAu |? | Au ll? 
Re(il + wf | u Iud u* dr 


一 Rea| À, (V | u lA dz + Rep| (25 Vu) 


e| u Au dr. (6.46) 
应 用 引 理 6.1,6.3 和 6.4, 进 行 复杂 的 运算 得 


ReC1+ ip)) | u uu" dr I< K |l Au | 

<la 2 +K, (6.47) 
| a| (2 A 

<tlau |? +K || Vull? + K, (6.48) 


| p| (a, _ Vu)lul2Au* da | 


<$ lAa? KI YAn l? tK. (6.49) 
由 (6. 106: 49) 可 得 
4 J d | VAu | < ol vA -A 上 + 六 上 ez 
+ 下 YAzl2+ 天 入 (KE+oiVAzi2+ 天 ， 
因此 
EYA? K] Yaul? +K. (6.50) 
H (6.42) 有 
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S llan |? + || VAu |? SK, Yt >t.. (6.51) 
积分 (6.51) 从 + 到 : + 1 得 
lau + DI- Nault) 1 YAn lêd < k, 


V: >, , 
再 应 用 引 理 6.4 有 


1+1 
| | vAu l dt SK,VYt21,. (6.52) 


H (6.50)— (6.52) 和 一 致 Gronwall 引 理 可 得 
| VA (28 < K,V: > +l. 
引 理 得 证 . 
现 建立 问题 (6.1) 一 (6.3) 整体 吸引 子 的 存在 性 和 它 的 
Hausdorff 分 形 维 数 的 估计 .由 (6.44) 推出 球 
B = |u € H0): | u || e < Kol 
是 S(z) ÆA) 中 的 吸收 集 , 由 引 理 6.5 可 知 半 群 S(z) # RA) Xt 
充分 大 的 上 是 -- 致 紧 的 ,因此 由 [12] 可 得 整体 吸引 子 的 存在 性 . 即 有 
定理 6.6 设 (6.4) 成 立 , 则 w 极限 集 
x= w(B) = 0 U SDB 
R SU) 在 H*(Q) 上 的 紧 吸 引子 ,这 里 闭 包 是 取 在 Hi(0) 上. 
下 面 证 明 整 体 吸引 子 x 的 维 数 是 有 限 的 .为 此 , 写 方程 (6.1) 
为 抽象 形式 


du _ 
dt 一 F(u), (6.53) 


这 里 Flu) 表示 (6.1) 的 右 端 . 
考虑 问题 (6.1) 一 (6.3) 的 一 次 变 分 方程 
v = F'(u(t))% (6.54) 
具 初 值 
v(0)= vo € H, (6.55) 
其 中 
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F'(ult))u = ov + (1 + i)Ao — (1 + goto) | u v 
+2a(À VO u Pu)) + ai You )) 
— (1+ in)a l a T wu” t B Vo) l u | 
+ Blà: Ju)lvu* + uv“), 
ult) = S(t)uo 为 问题 (6.1) 一 (6.3) 的 解 , ug € 以 
我 们 知道 ,对 uo € V, AEE SO uo € 于 (0). 用 标准 方法 能 证 
BH Yvo € 已, 线性 初 值 问题 (6.64),(6.55) 具有 惟一 解 v1 ), 使 得 
ult) E LOTRE OAD N L” O.T;H), V T>0. (6.56) 
对 于 vo € H, $ GU) 表示 问题 (6,54),(6.55) 的 解 , 且 通 过 复杂 
的 计算 和 能 量 估 计 可 以 证 明 ,对 于 V wo, uo € e% 
| S()wo — S(z)uo ~- Gt) (wo — uo) |l? 
| wo — uo | ? 
SK lwa- uol. Yost < T, 


其 中 K RAFTAAR psv a B An An OTAR. LAN 
委 民 .这 个 不 等 式 表明 半 群 S(1) 在 :x 上 是 一 致 可 微 的 , 且 SG) E H° 
上 (ao € 50 的 微分 为 算 子 LUixzo):ooE H— G(t)u € 下 ,我 们 考 
虑 vo = Uos Vom 为 也 中 的 mm 个 元 素 , 相 应 的 (6.54),(6.55) 的 解 
ult) = v(t), ,w(t), 则 由 文献 [12] 有 

Lul) A valt) A A v(t) larg = vor A 

A Uan LA”H ° exp| ReTrF”(u(r)) .Qu(r)dr， (6.57) 
这 里 ,Qu(r) = Q(T uo; Ut Vom) 为 日 在 {vi(r),… ,vw (5)| 
所 张 空间 的 正 交 投 影 . 设 对 给 定时 间 rpl) j ENX HEX 
基 , 且 Q, (TH = span{ vi(r) ,vn (tT)) olr) € HO). 


ReTrF (u(r)) ° Q,,r = Y Rer (u(r)) 
` Q, (r)e;(r), (r) 


= = ERF (ule), g@;( z). (6.58) 
省 略 r 可 得 
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Re(F lupp) = oo -Yo 一 (+o) 
| | u 17 | p; dx — Re(] + ip)o- p |u 17u? (p; * dr 
n ` 


+ Re2a| (2, . V(l u Ze) ç; )d> 
+ Rea| (Q Vg) dx 
十 Rep| (2 ` Ve) l ul2e dr 


+ Rep| (A, Vullu” | @ 2 + u (g *)2)dz. (6.59) 
现 估计 (6.59) 右 端 各 项 . 
— Re(l + indol | u 2222 (o * Yd 


I|? 


Koll+igl lullig, 


— 
Ñ 8 (I+ o)X1+2o)(7+8z) 
<Clgl +Cl gH a +i A. 1) 362 aD 


í 120)a(I+a)X1+2o) 
+ Cheol? ai I+ M2 Dt G Ha > (6.60) 


Re2a| (2, . V (| u lp) p? dr 


=- 2a Ref (A1 . Ve; ), 
| u l e; dx 
<2 ahl lulil Vg l lg l 


<l vel + Ci a ul yl? 


<$ Ygl? Ci gl? ak 1+1 gz 1 


5 16(1ta)(1+2a)(7+82) 
+C gll O adi 1+1 BA2 1) 362 lla) 


4 240(1+a)(1I+28) 
+ Cl eai + By DO ea， (6.61) 


Rep| (o . Vg) | u l2 e, dx <] m, | 


lulslvol gl < 41 vel 
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)2 


t+ Cl gy? oad 1+1 A, 
` ,2 l6(1ta)(l -+20)(7+80) 
二 Co 1+1 AA, 152: 360°- 110-7) 


Cho aki iti. DOAN — (6.62) 
Rep| (À; Vu)(u" | g l° +u | gog ldz 
S2] Al jul. "vul. lol: l g; Il p 


< lg ll} + Cm ulak Vul? g I? 


<el + Ciga] fu ISC Ausu) Il gl? 


Sg lelg + C1 Aa? u ul, 
ax .ull gh? 
<glelk+C arly 
Sg lgl + ilgl?+ cig aA, 1+1 a, 
+ Cl g O ahi 1+1 a; 2 Ratas) 


t+ Clg ahi iti A oo (6.63) 
由 (6.60) 一 (6.63) 有 


REDE (u(t) OO) -AN va ES Jg l2, 


(6.64) 
其 中 
E = C+ C(I ahı I+] @, 1)? 
a(l o)(1+20)(7+80) 
+ C(I ah; I+] BM, 1) 加 -1lc-7) 
十 C (I ah; I+] A, l 1)4o+ 60° T 
+C(| aå; l+] m, De I 
+ C(I ah; I+! ñ. 1216 Ps; 2 -7 > (6.65) 


a> 
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7 一 grr) = > | pj 1， (6.66) 
i=l 
Bigl = L. m) Æ H 'PEEXH, H 
s; | ll? = | ade = m (6.67) 
)J=1 
H Sobolev-Lieb-Thirring 不 等 式 有 


| max < Cof nas + ON | V e, 1? (6.68) 
j- 


其 中 Co 仅 依赖 于 2 的 形状 
H Holder 不 等 式 有 
(jrar) < 0 i fraz. (6.69) 
由 (6.65) 一 (6.69) 有 
ReTrF'(u(r)) ° Op (r) <- yo + Tm + Em 
<- cT +C IO | (E +). (6.70) 


Xj i = 1,2,…,m fo; € H, E X. 
gm(t) = sup, aS sup. (4 L| RETIE" (S(r)uo) ° Qn (r)dr), 


gm = limsupq,, (z), 
则 从 (6.70) 得 


_ F tY 
qn < Ini tC IO (E A 
因此 ,如 m 满足 
-1T<V8Co10 | [E + ]< m, (6.71) 


则 q, < 0, 由 此 即 得 
定理 6.7 Ü w 为 问题 (6.1) 一 (6.3) 的 整体 吸引 子 , 则 </ Bü 
Hausdorff RS ,而 它 的 分 形 维 数 才 2, 其 中 为 (6.71) 所 确定 . 
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$7 二 维 具 导数 Ginzburg-Landau 方程 的 
Gevrey 正则 性 和 近似 惯性 流 形 


1996 FHR , TEPEL] 中 考虑 二 维 Ginzburg-Landau 方 . 
程 解 的 时 间 解 析 性 ,Gevrey 正则 性 以 及 近似 惯性 流 形 . 
设 有 如 下 的 Ginzburg-Landau 方程 


SE = pu t (1+ i)Au- (i+ j)lu lu tak i V (lu l2u) 


+ Blà- Vu ul, lr, p) € Q x 2 + (7.1) 
ulz,0) = uol), r € Q. (7.2) 

u 为 如 周期 的 ， 
N = (0,L i) x (0,L;), (7.3) 


其 中 为 未 知 复 值 函数 ,a € N ,p > 0,4,a,B 为 实 常数 ,和 4, 和 ,为 
实 向 量 . ' 
在 [131 中 已 经 证 明 : 如 uo € H), HEFE 8 > 0, 使 得 


— = rEN, (74) 

1+ (82285) -1 

REN 为 自然 数 集合 , 则 存在 问题 (7.1) - (7.3) 的 惟一 整体 解 

u(r,t). 

u(x,t) € L°(0,T;H2(Q)) N L2(0,T;Hš(Q)), 

VT>0, (7.5) 

且 存 在 常数 Ki, 它 依赖 于 参数 资料 (og,p,v,p,a,B,A1,42,6， 

人 2) ,使 得 


2< < 


lula SK, V: > t, (7.6) 
这 里 z, 依赖 于 参数 资料 (o,p,yv,p,a,B,41,4;,6,0) 和 R, 
M uol HSR. 
令 u(t) = u(t) + iuli) u(t) W u(t) 为 实 函 数 , 则 在 
(7.1) 中 分 别 取 实 部 和 虚 部 可 得 
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Iu, 


J, Tt Au, — vAu >] u | (u, ~ pun) 

+a, V(I u u) + BA Vui) laul, (7.7) 
2 2 
r: = pu + yvu; + Au. 一 | u |7 (pui + u2) 


+ aA V() u Puz) + BA Vu) l u 12. (7.8) 
为 简单 计 , 以 u) ARAE), ul 则 (7.7),(7.8) 可 与 
为 


x: = pu + DA 一 Dilu |u + aÀ V (l u Pu) 


+ 8l Vu)lul2, 
D = (, qho = (, f) 
即 有 


dutt) + DAult) + RCule),uli) utD) = 0, (7.9) 
其 中 A = 一 A 为 无 界 自 共 轿 算 子 ,D(A) = lu € P(N) x 
H(A): u 满足 (7.3)1 

R(u,v,w) = — ow + DIi(uv)’w — ah, 

VC vw) ~ B(A. Voæo)lu v), 
(7.10) 


其 中 


R:D(A) x D(A) x D(A) > X = H x H. 
对 R(wu ,wv,w) 可 作 如 下 估计 
引 理 7.1 u,v,w €E D(A), W R(u,v,w) € #,H. 
l R(u,o,e)]| < ol Ü] +C] uil gal ovl alw ll 
+Cleolp kulg l vl g 
+Cllæo ly l Aol? l ullam lloti, 
在 此 和 今后 用 C #IC; (i = 1,2,…) 表示 任何 仅 依赖 于 参数 (c ,po， 
v u,a, B, Ajs 8,0) 的 常数 . 
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证 以 (7.10) 可 得 
| Rlu,v,w) | olwll+t | Dilu- vyw | 
+ ahi V((u * u)o) | + || BA Fou. v)|, 
(7.11) 
| Da vwal = ETIN ullu jw ldz)? 
Sy l+ |: ulg vg alli 
<la l of owl, (7.12) 
| B(A Volu» v) | 
<I Mai (| Vopr tg) 
<I Mz! lYælalu lalis 
C Yol? lolz iu lll vlg 
Chol wl iula oly 
Chol lol + Avt? luly lol 
Chola lol?+ Avl? I ula lolg 
Cillo li lAo NE ulloll 
+l wla ulao lg. (7.13) 
A ahit V((u ` v)w) = a(i Vo)(u ° 2) + alà Vu). 
(v+ w) talh, Vo)(u ww), 类 似 于 (7.13) 可 得 
|| ov V((u ao)owy) | 


< Cel Ao al lol 


A A A A A 


1 1 
+ Cs || u || | Au Zi ola lol 


1 1 
+ Cel vi a l Avl] ullao 


+Cillolg hulal vl g. (7.14) 
引 理 7.1 由 (7.11) 一 (7.14) 推 得 ,作为 引 理 7 .1 的 推论 有 
| R(u,u,u) | < p | u | H + Ü| | u | Ai 
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t Calla Al Au l? + Co Ilu Upa (7.15) 
由 此 可 得 
| (R(u,u,u), Au + u) | 
< IROA + ERGON Wall 
< IRCu) | Au i| + IROD I |e il 
Sehul Aul +Cilull a l Au l 


+Cslal $ À Il Au lÈ 
, 2 ñ 20+2 
+ Coll u 四 | Aull + o)l u llt Cill u lm 


tCalulý Auli + Coxls 
< e || Au I2 + Ciele) llu lm + Cu, Ye >0, 
(7.16) 
由 (7.16) 和 (7.6) 可 得 
定理 7,2 设 (7.4) 成 立 ,uo C H2(Q), 则 存在 90 和 To 使 得 
问题 (7.1),(7.2) 的 解 的 每 一 个 分 量具 有 D(A ) 值 的 解析 延 拓 在 
以 下 复 区 域 
A = it + sebet >t OILS Tol, 


其 中 在 (7.6) HRE , 0o 和 To 依赖 于 初 值 和 1 00 <+ m .此 外 ， 
存在 常数 K 依赖 于 初 值 使 得 

lulz) ||, i Aule) |l, Il Aule) l < K,Vz € A, 

(7.17) 

这 里 A: = |z:Rez >a, | Imz Kb}, a b 为 依赖 于 初 值 和 尺 的 
WAY, luola < R. 

证 ”注意 到 (7.16) 和 (7.6) 推出 [14] 中 的 定理 1.1 条件 满 
足 , 则 由 定理 7.1 可 得 本 定理 ， 

由 定理 7.2 和 Cauchy 公式 可 得 

命题 7,3 设 (7.4) 成 立 ,uo € o, 则 有 


lgu ,A (1. A u0) l < Ka Yt > tas 
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其 中 常数 K 依赖 于 初 值 ,> > t 依赖 于 初 值 和 R, jwo | a < R. 
以 下 构造 问题 (7.1) 一 (7.3) 的 近似 惯性 流 形 . 首先 我 们 知道 ， 
H A = 入 的 特征 向 量 所 组 成 的 在 H PREE wlj- 使 得 
Aw; = Mai0= A < AS SC A So, —> co PE m , 
P = P,:H > FAE we wni 的 正 交 投 影 ,Q = Q, = 工 一 
Pro Pm Qn 作用 于 (7.9) 有 


+ DAp + P.R(p t a pt q.p 1 q) = 0, (7.18) 
S, DAg + Q.R(p t q.p + q.p + q) = 0, (7.19) 
Hp p = Pru, q = Qu , HE 
| Apl <àXA plr >0,p € PD(A’), (7.20) 
1 Aa l 2223 aq], > 0,4 € Q,D(A'), (7.21) 
1 9 
| Ažu ll = I SÉ lsu € H), (7.22) 


Pru l S lal. Qa j| Slul, Yu € H. (7.23) 
由 (7.7) 和 命题 7.3 得 

上 Au 人 (is 入 CA ul) I <C, Yta, (7.24) 
RECHE, 类 似 于 命题 7 3 

由 (7.21),(7.23) 和 (7.24) 推出 


la) < Aza AZO Aa F, 


| OLES Omio Vtt. (7.25) ` 
为 构造 问题 (7.1) 一 (7.3) 的 近似 惯性 流 形 , 定义 映照 D: 

PH -> QH (E14 V p € PHO) = 亚 , 由 下 式 给 定 
DAY + Q,R(p,p,p) = 0. (7.26) 
令 = graph( $), RINER 3 为 一 个 近似 惯性 流 形 ,我 们 有 : 
定理 7.4 (7.4) 成 立 , 且 uo € HN), WEERA KK 

赖 于 初 值 使 得 
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distyu(lu (t), 5) < KA 2 ttp. (7.27) 


其 中 ult) 为 (7.1) 一 (7.3) 的 解 ,t 依赖 于 初 值 和 R, | uol e 
< R. 
证 ”由 (7.19) 和 (7.26) 可 得 
D(A - Aq) = ds + Q,R(u) - Q„R(p), (7.28) 
R(u)- R(p) =- oq + Dy | u lu — Di | p 1 
-aà V(I u lu)+ a VO p?p) 


- (A. Vu)l ul? + pA VPIP. (7.29) 
估计 (7.29) 中 的 每 一 项 f(s) = "在 ui Mlp w. 
|D lulu- D| pipil SEDO ul- pi”)u | 


+ I Dil p l22(u — p) | 
I+ lullo i ul p 121 
+/l1+ 2 |P 12141 
<Vl+ lu]. EOG ul- p1) 
+Vl+ lpia (7.30) 
l+ lull Ele kg] 
+/ l+ 2 | pl21 l. 
H (7.17) 和 C |a le < Juj + JAG < Cl ull, 
Vu € H(A), 推出 
lule SC, Yt, (7.31) 
HP ta 依赖 于 初 值 和 R, lal < R, 由 此 


ul < Clul2lul 2 < C,Vr:> ,,. (7.32) 
类 似 地 ， 


上 站 = < Col plilpl 


CpliClpl + I AP 11 
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< Calu 2 uli + I Au l)? < G, (7.33) 
H(7.33) 和 (7.32) 得 
Pela < lp a+ hulo < C.Vr>:.. (7.34) 


H (7.30) ,(7.32)—(7.34) 推 得 
| Diiu u- D i! p i22p || < Cs | q | (7.35) 


IBA Vuliu- B(A. . V p)l p 2] 
< || 8A (Va- Vp) i u? + AG. Vp ul- p) 1 
<I Ml ul al + i BA Vp) lutpu-p) ll 
<I Aal luli H 3Vql +i Ai lu 

+ p| (| (Ya | q ldr)? 
el Val +C, | vplal gla 


< C 
<l Ygl + col YANIN? lala 
C 


< Cell Atq ll + Cell A2u li Aipl + | AP) 
(Col + Atgl)<cl Atgl + Cl A 
(AB + NA) ol + Ia) 
<Colal + ColAlgl, (7.36) 
al V(l u l u)= alà; Vu)l ul? +2alh;* Vu)uu. 
(7.37) 
利用 (7.37) ,类 似 于 (7.36) 可 得 
| ahı ` V (| u u) 一 ahı °. V (| P 12p) |! 
< Calal + Col Atq i. (7.38) 
由 (7.29),(7.35),(7.36) 和 (7.38) 可 知 , 存 在 常数 C 使 得 
IRCu) -R)I <Clql +C Aĉq l. (7.39) 


由 (7.28) 和 (7.39) 可 得 
ID(AW- Ag) | < | 92 + IRCu) - RC) | 
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由 关系 式 
| D(4A 更 - Aq) l = V 1+ 2 || AY - Aq || 
>V/l+ A |w - 41, 
(7.41) 
可 知 


IP-a LOA,’ Wt., (7.42) 
其 中 t+。 如同 在 (7.31) 中 的 , 则 有 


dylult), 5) < llul) - (p(t) + Bp(t))) | 


3 


<E) -gA | < CA, 2 


定理 证 毕 . 
现 考 虑 问题 (7.1) 一 (7.3) 解 的 Gevrey 正则 性 ,用 此 改善 近似 
惯性 流 形 的 收敛 速度 , 设 2 = (0,2x), 且 
[aC = 0,V: > 0. (7.43) 
517.5 Bu v wE De® A), t > 0, R(u u.) 
有 如 下 估计 
L 1 
( A R(u, v, e)» eA? Ay) < o l| et w I I| e° Ay | 
1 1 
+ Cle? Atu lle talol ° e A? | 
es Ayll + C| e Abu lle Atule 
. letak |P le Aw ld. Ie? Ay | 
+ 1 ,上 1 1 ， 4 1 | 
+ Cl e Au ||? ee A2ol1 | A Au il W A Aw |l 


A? a,l (3 A? 1 
. |e Ayl + C| eA Azu || |E AZ || | eA Av || 2 
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A? 1 1 mat 
"| e AZ w il 2 | e Ay ll 
证 $ 
x A NA iji 
ja — Al, — * až = ly. 
u = We" u e u= Z uj uj el ui, 
J€ = J€ <° 
(7.44) 
` ; i x 了 j 
v= Dve, v = ^ y = uj e, v7 = ely., 
jEr i€ 
(7.45) 
A s A3 q T lji 
x x 
w = D we”, xo = e" w= pw eF, wi = e? wj, 
j € = j € ë 
(7.46) 
A? 
其 2 * ji ; 
y = yet, y = ey = Dy’er,y = ey, 
jE? jE 
(7.47) 


我 们 有 
(Raspzw),y) =- p(w,y) + ((u ° 2) D zo, y) 
~ (ahi ` V ((u vw),y) — BA Vw)(u v), y). (7.48) 
估计 (7.48) 中 的 每 一 项 
-p(w,y) =- of Dwet . Sve vdr 
Q l x 
= 4r? po 之 ml Jp (7.49) 
((u - v) Diw, y) = u, D weit) 


ijr J N i pit 
(Diw ev . 2 vi ew") x (Di > we" ` Sye )dz 
n k i i 


x 


= 4r? (u; ` Uk )- (u; ` ve )(Di w; ` y;), 


' ' _ 1 
jy tk + +j tk +I= s 


(7.50) 
- (B(A: Dw) =- ef Cu ` v)(A2 © Y w)ydz 
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=- p| (Dug Duge") ， (> (A; il) we 
. > ye ye ~it dz 


= 一 4r28 X Gye oa e iDo  5.), (7.51) 


jtk+l=s 


-ai V((u * vw), y) =— a((À i ° Van)(u ° v), y) 
-ah Vu)w,y)-al((åi- Vu)u)w,y). (7.52) 
类 似 于 (7.51) 可 得 
—a((À Vw)lu = v), y) 
=- 4ra 2 (uju) (Age Hl + 9.) (7.53) 


jtkti=s 


—a(((À Vu)v)w,y) 
= 一 4r2a > (À, . ij) ° (t ` ve) Cu; Ye) 


jtk+l=s 
=- [OY i Gue Yue") 
j k 
x (Dwet . Nge )dzr. (7.54) 
i s 


类 似 地 ， 
-al í: Vu)u)w,vy) 


=- 4ra 2 (Ais k) (u; op) ° 3). (7.55) 


由 (7.48) 一 (7.55) 可 得 
(R(u,u,u),y) =- 4r pN w + 
Pn 


+4 22 s (uj t w bCa = m Diw ° 3,) 


. ! 上 1 
Jt tot) tb += < 


一 4r2a > 《下 人 (re y) 


jtktli=s 
~ 4ra > (Ài 。 ij )( u; . vp) (uey y) 
jtk+l=s 
一 4r2a `° (À; ° ik )( uj °. vp) (ze, y) 
Jtkłl=s 
-4r X (ut Aa e iD 3), (7.56) 


jtkł+l=s 
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注意 


因此 


类 似 


则 从 


1 1 1 
(em R(u,v, w), e? Ay) = (R(u,v,w),e™®? Ay) 


ap 
t=s 


q 
+ 4r? > (u to Cuj ° w) 
HRIt tj tk tiS 
` (D u` - y.) ls É 。 TD) 
o I _ 
一 4r2a >` (u; . O A; " il) (un ° ` y," ) 
Jtkłl=s 
.| ç I2er tsi it Iki) 
N 1 - x ` * — 
一 4r2a > (Ait ;)(u, vp ICi ey) 
jtkłl=s 


.| ç [Zer sI- IkI -1i 


— 4r°a > (Ait ku > v“ Ca + y") 


Jtkłl=s 


-is |2er™ sil ll- 1) 
- 48 2; Cw ve Ri) (wD) 
Jthk+1= s 
l| er Cs 7IL). (7.57) 
到 
| s | 一 1 7 十 RI+ TJ th +i ISI ji IHI kil+t 
+j l+] k I+] 1, 
er llk] =. T k UD < 1. (7 58) 
地 ,对 s = j++/ 有 
es < q, (7.59) 


(7.57)—(7.59) # 
4 4 - 
| (et R(u,v, w), e Ay) K4 oA l w 113" s Ë 
+4 VIt > iw llu lola 
Jyth toy tk till= isl ! 


lv lla LS UL |s 12 


了 ` x x x 一 * 
tarala > lu llo ll lla" IL 3 HL s 2 
jtk+l =s 
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1 N 1 ` xoi 一 一 2 
+4z2a | Al D ljllu lla lav 1135 llsl 


. Jj+kti=s 
, q ， x |, x 一 x 2 
+4@a lAl 2 lut ikili 13 11s1 
jtkti=s 
` . , — x 2 
+47r281 和 1 >) lu" lo ili lla 113) 1112. 
jtk+l=s 


(7.60) 
显然 
io la B ts 1? = pf (x)0(z)dr, (7.60 
f 
Ela) = > lw le 0(z)= À ls 2 13 1 e=. (7.62) 
因此 | 
arp 2; |a" Illy* ls < ol | ez)g(z)dz | 


1 1 
<pléel ol = ole wl len Ayl, (7.63) 
42 1410 2 lu, llo o 


Jytht'etj tk +I= s 


* * * — * .ı2 
lu llu Pl lly lisi 
a F 


= VE + | eE T (r), (z) (z)60z)0(z)dz, 


(7.64) 

这 里 e(r), 0x) 如 (7.62) 所 示 , 且 

Pi, 三 | uj ~ | eiT, W, (z) = | U | eh z. 

p (z) sla” er, W, (z) =lu | et, (7.65) 
H (7.64) 可 得 

47x2V 1 + p? > | uj ”| 

Jih t'otj tk ti s 
-| ve ee u; * E Ue ll u" y ds]? 


SVITE | o ON (e)p (z) P (z)e(z)0(z)az | 


.374 ， 


< I+ w | P, laaa l We | P, | 4o12 
APAAPA 


<t le lal AW lae lg la 


-Ivy llelmlol 
1 
<Ci l Ag; | | A2 g ll A2 9 || | A2 W, | 
.| A3¢l Wl 
1 1 1 1 1 1 
< C l| e A2yl ll e AÈ v || e | A A2 |l 
1 
| em Ay ll. (7.66) 
由 于 
4ra lAl > latilo lli lla" LL LL s 2 
jtktl=s 
alà, | f PPE dz, (7.67) 
其 中 9(x) 为 (7.62) 所 定义 , 且 
glr) =] ww ve, Vr) =l wv" | ez, 
nlr) =i LI rw” ew, (7.68) 


H (7.67) 可 得 
4rĉa Ail 2 latilo ZIE" Ds 


jtkti=s 


<lall 2, | gr) Wr) 9(z)0(2)az | 
SI ahi | l els l F|. 1 1.101 


L 
2 


<clolmlvlmlylilyl hol 


1 1 | 1 1 
<C lA? l A2Y | I 21 lA22843101 
rA? 1 A? 1 a3 1 „l 
S C; || e^ Azul || e A2v| | eA: A? w || 2 
4 1 1 
Jen Aw ||2 | e" Ay Il. (7.69) 


类 似 于 (7.69) 有 
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dma lAl 人 ae 


jtk+/ =s 


1 l pl a? La a,l 
< Ce l| eA Abu |2- Je Au |2 il et AZo 1 


1 1 1 
| ex A2w || e Ayh, (7.70) 
4ra At D lut kilo Iw” ly 1Us 12 
jtk+l=s 
A? 1 A? 1 1 A? 1 
L Cl e AZu | eA AT 1 31 eA Av li 
4 1 4 
. || em AZ w | len Ay ll, (7.71) 
420 Š lut llo iiiw’ 113 s? 
jtktl=s 
. A¥ 于 I A Al ,Al sl 1 
< Cs e  A2u || © Te AZu 1 le A22 112 
1 1 1 ' 
.| e? Aw || 2 | e^? Ay l. (7.72) 
由 (7.60),(7.63),(7.66) 一 (7.69) 推 得 引 理 的 结论 . 
由 引 理 7.5 可 得 
Al A? A? A? 
| (e^? R(u,u,u), e^" Au) I< p.l e^t u || Je Au || 


A: 20+1 A? 
+Cle A? u || "ert Au | 


1 1 3 
+ C || e^? Ažu È || e? Au ||? 


2 


<= letu l? + Cile) leu | 


1 1 4 1 
+ Cale) || e? aza | 362 + C(e) l| A azu l 
1 1 
=< e || e Au |? + Cale) || e? u | 362 


+ Cs(e) | e^? u | 49+2 十 Ce 
<e lle”? Au 2+ Ce es Atu 42+ Co. (7.73) 
定理 7.6 设 条 件 (7.4) WE, ug E 三 (0), 则 存在 常数 上 依 
# T WJ 值 ， 使 得 问题 (7.1) 一 (7.3) 解 的 每 个 分 量具 有 
D(A3exp(kA3)) 值 的 解析 延 拓 在 如 下 复 区 域 
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A= itt, tts, | 018 0 ,0< < Tol, (7.74) 


H 
1 
| Al Aule) < K.z € A, (7.75) 


AH GoTo M K 依赖 于 初 值 ,| 0, < 了 ,依赖 于 初 值 和 R， 


| uo | HSR. 
证 ”由 (7.6) 和 (7.73) 可 知 [14j 的 定理 3.1 成 立 ,因此 定理 
得 证 . 
由 定理 7.6 和 Cauchy 公式 可 得 
leta dual) SK, Y>. (7.76) 

由 (7.75) 和 (7.76) 可 得 , 当 上 充分 大 时 有 
|e Aza) | < K, l A aO EK G.T) 


其 中 g0) = Qox(t) .因此 当 上 之 上， 时 
1 1 _1 
| A2g9(0) || < Ke Sun, eol) < KA e tl, 
1 1 
| date? I < Ke Mn. (7.78) 


应 用 (7.78) 代替 (7.25), 类 似 于 定理 7.4 有 
定理 7.7 设 (7.4) 成 立 ,uo € FE2(0), 则 存在 常数 已 依赖 于 


初 值 ,使 得 
disty(B,u(1)) S BAe Pan, Eta, (7.79) 


其 中 ,wx(z) 为 问题 (7.1) 一 (7.3) 的 解 , 为 它 的 近似 惯性 流 形 ， 
t, Tek HH f R, | uo l n < R. 


$8 无 界 域 上 广义 Ginzburg-Landau 
方程 的 整体 吸引 子 


前 面 已 提 到 , 郭 柏 灵 和 王政 祥 在 i5] 中 考虑 了 如 下 的 二 维 具 
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导数 Ginzburg-Landau 方程 : 
u, = put+(l+tiv)Au (lt) u Wutah, Vll ulu) 
+ BAr Vu) | ul, (8.1) 
其 中 o >0,a,B,v,p 均 为 实数 ,41,4; 为 实 常数 向 量 . 他 们 证 明了 
KEG. D 具 周 期 条 件 整体 吸引 子 的 有 限 维 性质 . 对 方程 的 参数 
作 了 如 下 的 假定 
l ~ 


——— = g = 3 (8.2) 
£0 
Ji t | 1 + 6° ) ! 
之 后 ,高 湛 俊 , 段 金桥 在 [15] 中 证 明了 (8.1) 解 的 存在 性 . 他们 证 
明 Cauchy 问题 


> > 
u, = agu +t aju + a| u |u, + azl u luy 


2 2 y 
+ aau ur t asu"u, — ag! u lu, (8.3) 


H? 整体 解 的 存在 性 ,其 中 uo > 0， Qj = a, + ib;, 1<<7 <6,a; > 


0,ae > 0,0 > 0. ENBERE bibs > OB, o > 1 t 19 in be 
DORE he < OEE DER as, 


- => o >> — 
1+ = 一 ba -] 2 
(1 + ó)(a ó + a4) 
郭 柏 灵 . 李 用 声 在 [16] 中 对 参数 更 为 广泛 的 条 件 和 初 值 更 弱 
的 条 件 下 证 明 整 体 解 的 存在 性 . 
在 [16] F, RAR . 李 用 声 考 虑 二 维 具 导数 Ginzburg-Landau 
方程 的 Cauchy 问题 
i = yu + (1+ iv)Au — (It n)lu 2 "u +A V (Jul u) 


(8.4) 


t+ (A Vu)lu btr € : 2 (8.5) 
ue,0) = uor) r Et (8.6) 
其 中 7 > 0, v, u HKR A A WHAE R E. RIR 
问题 (8.5),(8.6) 的 长 时 间 行 态 , 关 于 o ,vy ,x 的 主要 假设 为 
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(A)(1)c>2, (ii) 一 1 -p H, g, 


得 到 主要 定理 如 下 . 

定理 8.1 设 o,v,p 满足 (A), 则 GL 方程 的 Gauchy 问题 
(8.5),(8.6) 形 成 一 个 半 群 S(7), 它 具有 整体 吸引 子 sC HI, R. 
有 性 质 

(1) (不 变性 ) S(:):/= /. V Z0; 

(2) CRE) E Hi 中 有 界 ,在 宅 间 HL 中 紧 ; 

(3)( 吸 引 性 ) 对 任何 有 界 集 BCH! 

lim dist, (S(2) B, = limsupdist, ( S(t1)v, =0. 

附注 ( Í ) 加 权 空 间 H” , H% 的 定义 即将 在 下 面 给 出 ,dist。 表 
示 在 空间 Hs 中 的 距离 ,以 常 称 之 为 (HI  HORSIF. 

C) 在 (vy,p) 平 面 上 区 域 


|| <—— 2il, p< 


是 被 包含 在 (A)( i ) 的 双 则 线 区 城 的 
(i) 当 ec=2 时 ,如 设 | 和 | ,12 适当 小 , 则 主要 定理 仍 成 立 ， 
先 给 出 局 部 解 的 存在 性 . 
设 p>0 为 适当 加 权 函 数 ,满足 
[Ve(r)), |Ap(r) lpop( 7), | ozjdz= po< +. 
(8.7) 
例如 可 取 p= Qh r Ree zS T.o(z)=o(z- y), WM 


L? 模 为 


= |= 


[u || oo=(|p lu dr)’, l< p < @%. 
一 致 局 部 模 |a | ww = suplu |, Tr ,. 
v€ R° ü 
LE 表示 加 权 L? 空间 , || z ll , < + co , 12 RKR BURRA [Bj 
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| zx m I < + eo, |! Tuu | F 70, v 0. 
易 知 空间 LE, Lẹ, 为 Banach 空间 ,定义 加 权 Sobolev 空间 Wo? 
l 
| u | w= > DP 1 和) 


一 致 局 部 Sobolev 空间 WENES 空间 在 模 u | wet = sup || u 
“ v€ R 
| we FERAE FEMI H? = Wy, Hk = W. 


AHUPDWHOSS o ° 具有 性 质 (8.7) ,oo 模 为 &, 则 有 
! u I psp ‘EC(po,k) | u | plus 
可 以 得 到 广义 的 Gdgliardo-Nirenberg 型 插值 不 等 式 ， 
| u weChuli lal,u€E LUO WWP CR”), 


gp b- tso(4 2) i8 1<pq,r<o,j,m 为 整数 ,0 


<j<m 1 <0<1. WË C 依赖 于 p 仅 通过 它 的 积分 po. 我 们 有 
BRA 
WEP CR" WERO, > M, 
I<p,r<xeco. 我 们 注意 到 由 于 平移 不 变性 , 周 人 WE? (R”) 一 
W ( R”) SE E Bg. 
对 任何 1< p< co ,Xi = La E XRHERT A,: D(A,)C X, 
-全 Xp， 
Apu =(1+ iv)Au ,D(A,)= Wr. 
能 证 明 [16] 当 p22, A, 具有 如 下 性 质 : 
存在 Co(y)>0,Citr,p)>0 使 得 
1 (2Z- Af meS Fl YELE. (8.8) 
对 每 个 Z ERE 
S(v,R)=1Z€ C|ZZR,Jlarg(Z— R) 
<š -|arg(l1 i), (8.9) 
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其 中 R 一 Cola) pb; 从 (8.8) 中 可 知 
HZ A) f 1 As [fla YFEL. (8.10) 
我 们 将 证 明 上 述 估计 对 于 A, 的 预 解 式 也 成 立 ,1< p<2. tE 
意 到 L? 对 个 空间 为 L4 ,二 + > =1,1< p.p < oo, 对 偶 内 积 
(u,v) = [oude ,a € Lr,u € L5. 
因此 ,Ls 为 自 反 Banach 空间 ,对 任何 u € L2,1 < p < 2, 存在 一 
个 非 零 函数 f € LL ,使 得 
(Pei 
注意 到 当 Z € SO, k) ET, (8.8), (8.10) W Z,A, = (d — ¿v)/A 
也 成 立 ,因此 存在 v € W2 使 得 
(Z 一 A, )o = f. 
FEl, (Z-Ap)o) = Ilu lyell (Z-Ap)o l 由 分 部 积 
分 得 
lu llo l (Z -Apv ll po = Gu.(Z- Ay)oy;, 
=((Z- Ap) u,v), 十 ?| + iy) V o V uud= 
+ fa + iy)Apuvdr 
< ((Z-A)u,u)  t2o llui polio wh, (8.11) 
其 中 o, = pov 1+ 2 , H184848 
|o wiee ll Apv ll pat CCE) | vl,,, 
Ke | (Z-A,)x ! pp 
+(elZ|+C(e)) | vll pyp Ye>0. 
选取 。 充 分 小 ,使 sp,< 才 ,将 上 面 不 等 式 代 人 (8.11) 得 
Z llul, l ZA l, S (Z- A uo), 
+o el Z| + CED llu lyol vl yp 
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从 元 :的 预 解 式 估计 (8.10) 有 


>> A | 一 2 - R| 
|(Z-A,)e |l y EEA lol; 


由 此 可 得 
P lal, os Auv), 
+2o eiZ +C ED lal, vl,.,, 
<((Z-Ap)u, v) +20, {elZ-R| 
+eR+C(e))|u lipalo lpo. 


选取 e = min 


l 1 4o 
ioga WA 


LZR I a Mpe ol < Dao) 


Nad p.ol vy,, (8.12) 
其 中 Ro=8Cip,(eR+C(e)). 取 Ri=R+2V2Ro, 则 对 任何 Z€ 
S(yv,R1),12Z -RI 之 2Ro. (注意 扇形 S(v,R1) 的 半角 小 于 六)， 
因此 

IZ- R| SIZ-R| +R -RS|Z-R|(1+/2)Ro, 


或 
zi- R| SIZ-Rİ. 
于 是 
z_e l 7 G | 
|Z—R| RZ |Z-RI2 CD C ZR. 
因此 ,从 上 面 和 (8.12) 有 
Z-R 
Se lhl, EUZ- A uo) 
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这 里 C, =8(/2 + 1)C, 与 o 无 关 , 故 


EU a Mpp Apu l pas 
YZESC RI). (8.13) 
以 To 代替 o, 再 在 >E TERERAA 
— Ll lud pas] (Z - A plu | plus 
VZESC R) (8.14) 
因此 我 们 得 到 A,(1< p<2) 预 解 式 的 估计 
r — | -一 C2 
|! (Z-A) lu | Pe SZ - RI | ut | pn? 
VZCS(v,RI), (8.15) 


J(Z-A,) tu || pusz RI lui pus 
YZES( ,RUD， (8.16) 
这 是 A, 形成 一 个 在 Lh 上 的 解析 半 群 的 重要 条 件 . 
令 B,=A, 一 (RI+1), 则 0E S(y, 一 1) 包 含 在 B, 的 预 解 式 
中 , 且 B, ŒX, 上 形成 解析 半 群 ex (1 宕 0), 具 有 性 质 : 


| eza || x SMe lu lx, VE Xo 120, (8.17) 
| eu I w.< Mt i Ze I “| u | X, 
YuEX,,s=0,1,2,:>0, (8.18) 


(1.1 15. 
le ws SM: (p30)e ea we, 
Vu€ Wk”, 1<p=<gq, t>0, (8.19) 


其 中 M Mo 为 某 正 数 . 上 面 最 后 不 等 式 由 捅 值得 到 的 , 令 
F(u)=(y+R+l1)u +(1+ in )|u u 


(AVG u| u) A NV a) ll. (8.20) 
我 们 能 写 问题 (8.$),(8.6) 为 泛 函 形式 
w= Bu+tF(u),u(0)= up. (8.21) 
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不 难看 到 , 非 线 性 映照 F(w) 是 一 个 局 部 Lipschitz 连续 的 : D 
上 
(B3})= HH 一 X,,p= 辽 (8.21) 的 解 能 写成 积分 方程 形式 
u(t) = eBZuo ef eB Y F(uls))ds. (8.22) 
设 u € Hi, ERR 7. CO O,T]; Hi) D grull) =A 
ult) = et ug +. |. elo VF(p(s))ds,t € [0,T]. 
如 我 们 能 证 明 , 3 T>0,7# CO, Th H), ) 上 是 压缩 的 , 则 了 的 
不 动 点 为 (8.22) 的 局 部 解 , 事 实 上 ,对 任何 g€ C([0, Th Hi), 
L 三 nup | p | H), 9 
IFE l < C( || e È utig Mia 
+ gm Yele) <C +. 
H (8.22) 和 不 等 式 (8.19) 可 得 
| Jolt) | Hh, < Me™ || uo 1 H 
+ We SF(eG)) | nd 


2 
< Me™ || uo lla + Pue, et 
| FCg(s)) Il ds 


t 
< Me” || uo | + [ome - s) -Fee (L2 + 1)ds 


< Me™ || uo | m + CMT3 (L?! +1). 
TE Je € C(0,T]; H4), X L > 0,e, e € C((0, T]; HL) R 
有 supll e la, < L,sup ll gll n, < L. 

| F(2(s) -PCD)1 L? 
< C(L2 +1) ls) ~ p(s) |l H! 

于 是 

Lg(0) =) |a 
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去 | BEEG) = F(0(s))) I t ds 

<| wo Yio dl Fp) = F) | ads 
<| mc | p(s) — pls) |l at ds 
< CMT3(L? + 1) sup | gC) = PC) | r. 


HIE, "4 CMTS (L? +1) 之 省. 在 C([0, T]; HL) 上 是 压缩 的 ， 
我 们 有 


定理 8.2( 局 部 存在 性 ) 如 ut H! , 则 存在 抽象 Cauchy 问 
题 (8.21) 在 区 间 [0, 人 下, ) 上 的 惟一 解 . 


ult) E€ C([0,T.), HL) Q CO0, T.), H), ÆT <, 
则 


lim lul) [| =+ °. 
由 下 面 光 滑 性 证 明 可 知 ult) € C0, T. ), H3). 


以 下 作 解 的 加 权 估 计 . 
引 理 8.3 (A) 成 立 且 


2 1152 
2 < 8.23 
PS iim (8-23) 
则 存在 常数 C 与 R 无 关 和 zo(R) > 0 使 得 当 | uo l po < R BH 
la |P. < Cr > (R). 
z 直接 计算 得 
E7 d lul £p = Refoi u (P mu, dar 


= Ref o | u |P ul yu + (1 + iv)Au — (1+ ip) | u |u 
+ (A1 V)(l u lu) + (À; ° Vu) lu 2]dz 
=ylhul g,- lule + ha b. (x) 


其 中 也 = Rel(1+ iv)ol u!’ 27Audr, 
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L = Relplai2 A(Ar: VXI u u) 


+ (å+ Vu)lul)dza. 
分 部 积分 得 : 


I, =-Reld +iv)Vol u i? UV udr ~ Re (1 + iv) 
pV (I u l? U)V udr 


= 一 Reja +iy)Vp i u PUUN udz 


-~ TRelp | u Iep lul?’ | Vu 2 + (1 + ¿v) 
(p — 2)22( V u )2 da 
= 一 Re| (1 + iv)Vo l ú |P uV uda 


2 
_ tfe | u AD duu DMO p” > Jiz, 
PT dju 


(8.24) 


这 里 . 
M(v,p)= MY, WO pCt- 2). (8.25) 
当 (8.23) 满 足 时 , M (v, ) 的 最 小 特征 们 
A (v p)=p- 1p-2vV1+y >0. (8.26) 


因此 M(y,p) 是 正定 的 ,我 们 有 
n< polul”? vuldr -avy.p)fplu 121 vu Pde 
2o, l 
< ees) Pde- fauo polu 121 Yu az. 
H Cauchy 不 等 式 
BISI A I+ ADfel u li Vu | dz 


去 言 Mu(v， plo lu I? Vu dr 


2(3 | X11+1 A Y 
pt4 
am, p) Je; lu Pdz, 
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因 o > 2, 由 Halder FERA 
2(31 ài 1+1 A Df 
Àu (v. p) P 


| u |P*3dr 


2 p 2 2 
<in fo |u KOLIT | u Ptdr )e 
<La Ee + Cil u o 
其 中 
go-2/0 = O EEIE? 2 
G= Ç (F) àm(v p) | 
于 是 可 得 
Lala < C lu hu 
C C 
-2 |lu lo + r 
p+26 
` _ 2C L) 2o 
这 里 C= y+ fe B t CC = op (EY . 
由 Gronwall 不 等 式 有 
C 
lu | < lule e © tE t> 0. 
引 理 得 证 ， 


附注 ” 当 o= 2 时 , 设 61X11+21451< àur, p), W5 
仍然 成 立 . 

引 理 8.4 在 假设 (A) F, 存在 常数 C 与 RR 无关 和 
CR) > 0, 使 得 当 上 wollp < R i, 


| Vu) li, < C, t2 (R). 
证 ”由 方程 (8.5) 和 分 部 积分 得 


> Laf, | Vu Pdr = Ref o VEY udr 
= Re| Vu Y [yu + (1 + ¿)Àu — (1 + ig) | u |u 
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+ (A V)(lu + Vu) l u dz 
= y| Vul $p- Au l3- Refa + 有) 了 YoVYEAudz 
+ Re| (1 + iu)o | u ududa 
+ Re| (1 + ip) V oA | u lu dr 
_ Re| oan (A, V) u lu) + (42° Vu)l u 12)dz 


-Rel ypvzC .VIulu) +(A ° Vu)lu l2]dz 


? 
= y| Yulo- lau lpt S h (8.27) 
r 3 
HP i BI =1-Rel|(l+ )VoVuAudr Salo | Vu || Au | dr, 
I, = Ref et — ig) | u udude, 


IIl = |- Refa + iu)VoVu | u Aud) 
<eo lu Pl Vu ldr, 
1 81 =i- Re| V oval: -VC u Žu) 
+(2 Vu)i u F]dz | 
< (3| å 1+122 one | i| Vu ldz, 
| 1= 1- Ref pAa[ (4 Va u) + (À> Vu) l u l? ]de | 
< GIA It ADfel u | Vu Il Au | dz. 
令 ó > 0( 待 定 ) ,定义 
Vaule) = fot 1 Vu ass S lul22)dr, (8.28) 
从 (8.27) A) R p = 2o + 2 f$ 
dv u) = yO Yu lp a lu 1222) 


- (I Au 3a + ò lu ER.) 
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+ (6ly + I) +I + 1 + L t óD; + 5 
< y(| Vali, + ó la 353) 


= (Il Au l3, + 8 u 1433) 


+ 5 Ref pl u iu, Au) No ° | 


Dr 
| u I“ 


Au 
tale | Vu || ôu lde + olo | u l] Vu | de 


Jaz 


+ (3I Ai Itl àz Doojo lu 21 Vu dx 
+83 I Ar Itl Az 1) e l u 2225 I Vu ldr 


+ (31 il+] å> Dlolu | Vu l! Au ldz, (8.29) 


其 中 
类 似 于 (8.24) 一 (8.26) ,对 任何 a 
la |< Vt, 


M(a,2c + 2) 的 特征 值 Amla, 20 + 2) 是 正 的 ,因此 ,M(a,2c + 
2) 是 正定 的 ,于 是 我 们 有 


Re| (1 + ia)p | u VAude 


=- Rej (1 + ;ia)V o | u (uV uda 


Ju 


J 


- fo |u 1272 N (TIu, u) u)M(a,20 rohi j“ Jaz 
j=l l u 
x<- Aa,p)|p lu” Tu Pdr tale | u ltl Vu | dr. 
等 价 地 有 
Re| (1 +ia)olu l gAud+r +Àu(a,.2o)| o| u |” | Vu ldz 
一 AS u tl] Fu | dr30. (8.30) 


(8.30) 以 - 7(7 > 0 待定 ) 再 和 (8.29) 相 加 得 
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Ayyu) < y(i Vu l+ lu) 
=- (1-kRX || Vulli +8 ll u 4) 
一 Duas20 + 2)|p | u 22 | Vu ldr 


| u |u 
+ Re oll u [29 Au) N | A “Jaz 
+C t 10)|plu [l| Qu dr + afe Vu li Au | dz 
+ (3 1 å, 1+122 Deol o |lu l? | Vu ldz 
+ (3 I| Ai +i À; Dfe [ul Vu ldr 


+ (31A Itl Aa Dolu I?i Yu il Au lde, (8.31) 
其 中 0 过 &< 1 给 定 . 


= Ñi n [728k 1+8- 9 - i(Óv — u- an) 
N=N -人 -2k ) 
IER N 有 
断言 当 ov 和 jy 满足 (A) ,我 们 能 选取 6 ,7 为 正 的 ,k E 
(0,1), La 1< 29+, 使 得 N 为 非 正 ， 即 有 


| 20 
Ref pd u |u, Au): N- (i 多 一 dr <0. 
(8.31) 最 后 5 个 积分 能 为 如 下 控制 
(O, + p| o | u 12251] Vu ldz 
<4a 一 bfo | u lt2dr + Sont mef, | Vu ldz, 


olo | Vu || Au | dz 


207 
<a 一 bfo | Au Vdr + |. | Vu dz, 


(3 | Ài | 十 | À. Deol o | u | | Vu jd 
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2 ,1 ,2 
= = (312, + Aa Defo” (ul? {Vu lap L3 | Au |° dz 


ale l Vu Pde)? 


< (12, [十 | À; 1)o0 
! "l 2s 2 
<t aula, 20+ 2olu r | Vu Idr 


1. 
DIGIA |+| 2; Aa pol (2) fol Vu Idz, 


了 


[oiu 21 Vull Au ide 
<eo | Au 12dz tafe lu lt Vu Vdr, 
l 
fo lu 2993 | Vu | d> 


<eo | u Pdr +a|o |u lt! Nu ldr, 
2 
HF e, > 0,6; > 0 AEE, A o > 2, 由 Young 不 等 式 有 
fo lu lfi Vu ldr = lo lu lti Vu r | Vu (1-2 )dz 


2 
一 2 0- 
<esfol u I | Vu Pdr + S 去】 fol Vu ldz, 


Ves >0. 
现 选 取 £| ,E82,E5 > 0, 使 得 


el3 iA 1th DEAR), 


s16(3 | Ài | 十 | À> L) 


人 


了 (1 一 上 有)， 
olata EGIA tiA D< 1 pula, 20+ 2). 
因此 得 到 


SV (a UDEO ECD Yu l3 + oy ly, 


-FA-N Au 13t llu 343.) (8.32) 
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其 中 C, 为 出 现在 上 面 不 等 式 中 |o | Vu Pdr 的 系数 之 和 ,注意 
到 存在 Cs = Cs(7,0,k) > of 


ôy || u | 243,, — 3a -= k) İl u | do:3,, 


< afe(cs - > 2Y lui 2 jdz 


2a+2 


= ul + aCspo. 
利用 分 部 积分 和 Cauchy 不 等 式 ， 
(Valp = [ov uVudr = 一 J pV uudx 一 |pAundz 


S pol u lapl Vu lapt Hula, l Aula, 
<4 vault Ca an. 
(2y + C4) 3 , 
+ (° pitta) a3 


由 引 理 8.3, |lu l2, < Co, 于 是 
(y+ Ca) Vull, < C, 十 La- e)l Au 13 


-yl Vuli 


其 中 Cs = [2r + C4) + OE, RIN 


SV (u(0)) <~ 2YVa(u(t)) + Cspo + Ce. (8.33) 
由 Gronwall 不 等 式 , 有 


Vaal) L Vlaer + TEs, >0. (8.32) 
引 理 证 毕 
推论 8.5 在 引 理 8.4 的 相同 假设 下 , 且 | sola < RA 
| uc l 由 S C.r > n (R), 
其 中 常数 C 与 RR 无 关 . 
Wik 当 c=2 时 (312 1+12，1) 充 分 小 , 引 理 8.4 和 推 
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论 8.5 也 是 正确 的 . 
现 证 明 整 体 吸 引子 和 整体 解 的 存在 性 . 
定理 8.6( 整 体 存在 性 ) ICA) 成 立 , 则 对 任何 uo € HL, M 
题 (8.5) 和 (8.6) 具有 惟一 解 ， 
u(t) € C([0,eo); Hh) N CCO, + eo); Hš,). 
由 GL 方 程 形成 的 半 群 算 子 S(r) 在 Hi, 中 是 连续 的 (1 > 0) ,存在 
TÉ Li 和 zt1(R) > 0 使 得 
lu la < Liat > t (R). 
此 时 || uo l < R.E B(0, L1) 8 Hi, 中 的 一 个 吸收 集 , 更 进 一 
步 , 对 任何 g > 2, 存 在 常数 人 L; NL I. (R) > 0 使 得 
l u(t) | ws S L2, => t (R). 
我 们 首先 证 明 解 的 H; 的 正则 性 . 因 1< >p < 2,M = 


sup || k (r) fm < %, 
| Flu) ilie SCCM + MP”! + MP) E Mt 20. 


因此 ,对 任何 9 >2, 由 插值 ( 设 p = Er (1,2),9= 广 ~ 二 + 


=1 -z € (,1)) 和 (8.19) 
eB F(u(s)) |l wl: 
< (Je F(u(s)) | ) (1 0-5 F(a(s)) || w2)? 
< M(t — s) eres) | Ful) l! L 
=< MM3 (t — s) fe“) t > s> 0. 


1 
P 


由 ult) = esfu(0) + | POE) ds BB 
I aCe) I wie < Me™ |] u (0) |a 
+ | eB F(a(s)) | wl ds 


wagt _ , , 
< CM: ze < || uo ll H + | MM: — s) 0- elU ds 
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| Mr 2 
< MM ire + L t >0. 


特别 有 Yua) ll wit S Malto), Vt © toto >0 任 意 固定 ,因此 
可 得 
| F(u(z)) | Hh <C ul) | Hh, 


2o + 1 


+ la lw + uO wl a(t) li) 

SCM; + DH + u(t) le) 

< MQ + || ulr) || e), t Z to. 

由 解 的 积分 表达 式 有 
Lu) Z < | eP ulto) E 
+ E E uC) I ds 
s M(t 一 10) Ze rn) l ulto) | H, 
+ MG = s) e wd | F(a(s)) | n ds 
0 du 
< MCE - t) Be | uto) i 
+| MM,(: — Se D + als) | i )ds,t > to. 
因此 ,由 带 奇 性 的 Gronwall 不 等 式 ， 对 任何 了 >>0 有 
| ult) l| z < M.(t = to) `Š to < t< T. 
因 to > 0 为 任意 的 , 故 对 + > 0,u(1) € Hi 是 连续 的 . 

其 次 ,我们 证 明 存在 :。> 0 使 得 uG) 在 We 中 一 致 有 界 
Cuol mm 生 民 ), 由 此 推出 8(0,L3)( 这 球 在 Wi 中 具 半 径 L,) 
H HL PSC) 的 紧 的 吸收 集 . 

因 ,Sup, | Cz) H < Lil < p < 2, 则 

| Fu) Ne < CNL, + Lpo + LD = C), 
t> t (R), ZEC) 5 RER, ATEH , HE q > 2, H 
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L lloj L 
插值 (p = geggt p ap 和 (8.19) 有 
| BEU I wga < (1657 FG (s) yU 


. (1 F(u(s)) | wJ 
sS M(:— s) et | F(u(s)) |] 
< MC (p)rt e€” t >s >t. 
H ult) = eB ta (tl) s[e Buu) F(u(s))ds 可 得 


"Í 


I u(t) I wie K MG > n) 2e e un) | 


+ | MC, (p) ~ s) feet ds 


MO (( p)T'| 5- 
_ >t. 


d o 
=< M(t- t) 2e E i uD l Hm tT 


Ur. = n + 1+ Llog( ML) WA 


, I 
MC (pris 
lu) lws L; = 1 + 了 Gal a. 


主要 定理 8.1 来 自 Hi AH! BJ SEK A ERAT ARH 
GL 方程 (8.5) 的 半 群 SCz) BJ o 极限 集 
x= (BO, L) =N, U SGBO, Li), 


这 里 的 闭 包 是 取 Hs 中 的 拓扑 ,st 具 有 如 下 性 质 : 

(1) .是 平移 不 变 的 ; 

(2) 尽 是 旋转 不 变 的 ; 

(3) 如 Ü 是 一 个 整数 , 且 权 重 函 数 o 是 光滑 的 ,| D"o (>) | < 
Pmp), V M1, W 


ACAN H”. 


m-l 
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$9 广义 Ginzburg-Landau 方程 的 时 间 周 期 解 


考虑 如 下 二 维 广义 具 非 齐 次 项 的 GL 方程 
u, = pu + (ti Au (1+ ip)l u|u ta 7 (]ul2u) 
+ BA NV u)lul? + fir, t) (rENxX (9.1) 
ult L,t)=ulz,t), (r,t ENXE Í (9.2) 
其 中 Q2=[0,L]x[0,L],p,o, 上 HER, a Bv 为 实数 ,和 1、 
;为 实 向 量 , f(1) 为 w 周期 图 数 , 即 f(t +w) = 了 (1), V 220. 
我 们 要 证 明 问 题 (9.1),(9.2) 在 一 定 条 件 下 具有 对 时 间 的 周期 解 . 


LaO) = lu ELNA), u 为 0 周期 函数 |， 
Hal lu EHN), u 为 0 则 期 函数 |. 
设 X 为 Banach 空间 ,让 
C(w,X)= 1f:(0,%%) 一 XX,f 中 是 连续 函数 ,j =0,1,…,， 
SA w 周期 函数 | 
W Clw, X)=Clw, X), S 
A=-[(1+iy)A+td], 
D(A)= Hie, N(u)=(p-d)u- (1+ ip)| ulu 
+aÀ V (lul u) + BA Tu) la)’, 
这 里 q 为 实数 .问题 (9.1),(9.2) 能 写成 泛 函 形式 
人 +f. 
u(",t)= ule, t tw). 
我 们 采用 Galerkin F, 21617 为 H2 的 标准 正 交 基 , $ 
HATA 的 特征 函数 , 令 近 似 解 


(9.3) 


w(t) = Ñ dal (9.4) 
k-i 
IK Galerkin 方法 ,问题 (9.3) 的 近似 解 u, G ) 必 须 满足 如 下 非 线性 
常 微分 方程 组 
(um t Aun) =N Cun) t f,$), /=1l,2,- n. (9.5) 
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为 了 证 明 近 似 解 un (1 ) 的 存在 性 ,我 们 应 用 Leray-Schauder 不 动 
点 原理 ,定义 映照 Fi: un u, 为 

(un + Auns) = ACN Con) + $), = 1... n, (9.6) 
OASI BA RF AFEC w, H.) 的 连续 紧 映 象 .A = 0 时 , 显 
然 可 解 .为 证 (9.5) 可 解 , Fiu, = u, À = 1, 仪 需 证 明成 立 以 下 不 
等 式 ， 

USuP |u 1 < Ki, (9.7) 

其 中 常数 Ki 与 4 无 关 , 仅 依赖 于 系数 a,B,y ,po ,41,42. 

引 理 9.1 I Fu, = u 0 <À l,d < 0,f € Clw, L?) 
MEERN ñ 使 得 

3 4: d lu, la [Vua 2 - ad ll un l SC, 

这 里 常数 Ci 5n, à 无 关 , 仅 依 赖 于 a, h,o uvo, Ai An L A 
lfl 

证 H Fu, = u, A 

(ua + Au,,u,) = (A(N(u,)+ f),u,). 

两 边 取 实 部 得 

Farla vd) 1, 2942 

= à (p - d) || u, ||? + ÀaRe Ai VO u, (up) Yu dz 


+ APRe ,42 “Vun) lu, undr + ARe(f,u,). (9.8) 
注意 到 u, EN 周期 的 ,有 
Re AET V(I] u, lu, ))u,dz = 0, 


a Vu) | u, Edr = 0. 


H DRK, CRF a, p, ouv o, LA AA B5 n,àÀ 
无 关 . 于 是 有 
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7 Ú. 1<l u, 222 D, 
| wn 2<| | u, 1dr + D. 
a 


Wilt, wO < 1 < 1 8 
ARe(f,u,) < A| fl H un ll 


<+ IfI? + Ap | u, dr + D 


<i | u, ber2dr + D. (9.9) 
因 
l 2 .2(p - 
Lo 2(o - d) 
1 Ro+ 
S-d) | u, 2932 + D, (9.10) 
H (9. 8. 0. 9) 可 得 
El IVa N? dlu + 18, 2242 
SA(p- d) || u, l? +D. 
H (9.10) 可 知 存在 常数 C 使 得 
lt IVa N? 21 u, 2< Ci 
由 引 理 9.1 可 得 不 等 式 (9.7) FKE. IN 
AA fuh? -dl SC, (9.11) 


注意 到 u, 为 w 对 z 周期 函数 ,有 
- aj" | W2dí << C zo. 


因此 存在 € [0, ww ], 使 得 
| u, (t ° ) 2 <- Ci/d. 
由 不 等 式 (9.11) ,对 上 积分 从 六 aie [1*,t* + w] 可 得 
l u(t) ]2<2Ciae + l uNa 
<2Ciw ~ Cd. 
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定理 9.2 设 f€EC(w,L), 则 问题 (9.5) 有 具有 近似 解 u. (r) 
ECl(w, H,). 
51 9.3 EFTE ó >0 使 得 


1 
SoS 


7 . 
3 PY 
[HER] 
则 对 任何 e >0, 存 在 常数 K, 和 K;( 它 们 依赖 方程 的 系数 、L 和 
| 了 u: Ks 还 依赖 于 e ) 使 得 


l AN 2a+2 
o) d: | u, | dz 


2(1 
<| ud + e | Au N? rel vl 


(9.12) 


-4f | u PPA E2) V | u, P Ray | u, |2 

“iUn VUn -Up V Up) H) ú, Vu, - Un V u, [dr 

+ Ka + K3 + Relf, | up 12u,), (9.13) 
其 中 Fu, = Up. 


证 ”类 似 于 [5] 中 的 引 理 2.2. 
引 理 9.4 设 引 理 9.3 的 条 件 满足 , 则 存在 常数 Ka 使 得 
SUP. | Vu, | < Ki, 
这 里 K, 与 n ,A 无关. 
证 ”由 (9.5) 可 得 
(u, + Au, Aun) = (N(u,) + f,Au,). 
FARKA, MIEHEN u, HNO AAR 


r | Vu, |: + | Au, || 2 


= Re(1 + i)| | u, (u, Ag, dr 
~ aRe| (A; © YC u, Pa) A dz 
一 BRe| (À> *Vu,)! u, ` Au, dz 
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+Re(f,Au,) + o | Vu, || 2. 
因 


lu, YE= 
我 们 有 
Re(1 tiofi u, tu, Au, dr 


| Ç | u, P +4 | u, V u, — u, V u, l, 


1 
4 


4 | u (1 +20) |V iu, 212 + | un V u, =U, V unl? 


-2yo V | unl i V tn Up, V u, ) ldx. (9.14) 
我 们 以 下 要 用 到 如 下 Sobolev 插值 不 等 式 
llr ll ,Vu€E H'O), (9.15) 
| u ISK || u lg a lar YuE RO), (9.16) 
其 中 0= Tp 1<q<8; 8=0,4>8, K 为 Sobolev 常数 . 


为 了 简化 运算 ,我 们 列举 以 下 一 些 不 等 式 : 


1 3 
ISu l Vu N u Ra ESE, (9.17) 


D i! z l? Sy DOJ T 33, (9.18) 


_Y7yE(0,1,D,D(y) 均 为 正常 数 ,J(x ) 为 任意 非 负 函 数 , hl E 
_ 8-4 2 
0 = , 因 >1,q>3, 
49+3 3 
(2 o+) 
D | Vu IEOS | va 1*4 DOE, (9.19) 


若 置 0= >1,4> 号 ， 


waT 
== 
D| u (Sy lu |° + DOJ (ram rE, 
(9.20) 


8-4 1601-9) 34 
0= 后 (和 二 全 89 )>1, "> 
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我 们 也 用 如 下 的 Agmon 不 等 式 
L. 
~~ Vu EHEN), (9.21) 


lula<cllt e IS, 
lu leS ul + l Au ll, YuE). (9.22) 


利用 上 述 不 等 式 有 
| 一 BRe| (2) Vu) | 2Au, dr | 


<i M- | | Vu, llu, I? | Au, | dz 
S D |j Aun | | Vu, laf u, lè (由 (9.15),(9.16)) 
S D || Aun | | Vu, 12 | Vu, ll? iu, |: | un 2079 


<D iu, l EANET u, 209 CH (9.17)) 


I un lt D (y) | Vu, Eu, P 
(#JH(9.18),J(u) = IVa 2 l u, 1200, 


q >3,0 < y <1) 
Syllu, 2 y| Vu, 人 I u, I| EEP 


(FIJE (9.19), J(u) = |lu, |; a .> 了 ,0< y < l) 


SY i unlit Yl Vu lty] u, |2+ D(y) (由 (9.20)， 


> 号 ,0< y< 1) 
<E || Aun l? + y|] Vu l i+ ylu, la + D (y) (利用 
(9.20)) 


= 7C || Au, h? + y| Vu l ti yllu, h23 


(q = 40 +2 > $D) 


+ D (7) 


FO Aun |? + IVa, l+ Pu, 143) + D C) 


0<e<1, > 2). (9.23) 
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类 似 地 有 
V(lu, up) = | u, Vu, t u, V | uy |° 
= 2| u, V u, + u IV Uno 


| 一 aRe] (À, -JO u, u, DA, de | 


SEC Au N+ [Vu lt Ca. 148D + D (e), 


0<e<1l (9.24) 
和 
pll Vu, [Kell Çu, | + Cle. (9.25) 
ua ia 
4 £ Vu, l? + Aw l|? S e l Au, 1? + 2e || Vu, llt 
+e || u, | 425 — 4, lun 1222 [(1+2o)]| Ya 


+ |#, V u, = u, V u, |° 
-2uoV | up|? ip Vu, u Vu,)ldr+D(e). (9.26) 
用 9 RSIR o. 1 中 的 不 等 式 (9.13) ,再 和 (9.26) 相 加 : 


> 
4 dt (NYu, [2+ P | u, dr )+ | Àu, É 
+ bef, | u, dz 


ell+0)|Au, | 2 + E2 +8 vu, il 
+ ef | u, 1dr +D(e) +Re(f, | u, [>u,) + Relf, Aun) 
1 > 3 
-Hf | wn 222[(1 + 2o)(1 + 62) 1 V | z, 1212 


+2a( — p)V | u, 2 iU, VY u, — u, V W) 
+ (1+6) 1 Yu — u Vu, ld. (9.27) 


HF Relf, | u, 2 ) < e| iC, Vu) | u, tdr + AN | f ldx 


< ef | u, 14t ?dx + D (e), 


Re(f.Au,) S € || Au, |? +D (e), 
| Vun l| = (~ Au,,u,) 
S ll Au, lla, | SKi Au |, 
选取 e 充分 小 使 得 
ell +E) + (2 + 0) < 1 


2 » 
2e < Laz, 
4 
记 (9.27) 右 端 最 后 积分 为 了, 则 (9.27) 为 
6 2a+2 
2a[lva 2 E [aa dz ) 


oda ode i 
2 n 4 n 


显然 ,如 和 矩阵 
p- ü +2o)(1 + 8) ol? ~) 
o aly? — u) 1+8? 
为 非 负 的 , 则 <O. 当 满 足 条 件 (9.12) 时 ,和 矩阵 下 为 非 负 ,于 是 可 得 


2 
2 — 2o+2 
zaliv l: +T. lui dz] 
+ 4 | Au, ||? + ief, | u, 1dr < D. 
因 


| Vu ll? SK, l Au, e S | Au, I+ k? ， 
又 由 于 Ilu) | < 


P| 2c+2 Lef do+2 六 
2(1 十 G) n | Un | “dr 一 他 n | t, | dz + D. 
因此 


iv 有 EL udz < D. (9.28) 
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对 上 从 0 到 w 积分 得 
â? 


° 2 —— [ (2642 4 < T 
MERTA +Y l l ta dr Jdt < D w 


X 


因此 存在 *”E [0,o] ,使 得 


| La Yder < C 
l+olo Hn — 


(9.28) x, K," |, BD, r € Et” ,1” + xe] RA 


8? 一 ` (2642 -一 í` 
ea dr =ç C. 
故 存在 常数 K. 与 n 无 关 , 使 得 


Sup | Vu (DN < Ka. 
引 理 9.5 设 引 理 9.1 RREH Elw, HH!), 则 存在 正 


常数 K;, 5 n 无 关 , 仅 依赖 于 方程 (9.1) 的 系数 和 | f | Hi 使 
得 


| Vult) + 


| Vule) i? + 


,sup | Vu (e) l SKs. (9.29) 


证 由 Galerkin 积分 等 式 (9.5) 可 得 
(u, t Au, Au, )= (N(u,) t f. A u,n), 


上 式 取 实 部 可 得 
1 d jas, 12 = p lu, N? = vaw,l?— Re(l+ i) 


Í | ú, u, Aude + aRe i eV) u, u, ))&A 2, dr 
+ pRe| (2; ` Vu,) lu, [Adr + Re(f ,Mu,). 
利用 不 等 式 (9.7) 和 引 理 9.4 可 得 
S As h? + vault las 2< € + FANS, 
(9.30) 
其 中 常数 C 与 无 关 , 由 此 可 得 
| law Pae < (€ + sup | FG n) 12). 
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应 用 积分 平均 值 定 理 ,存在 :"”€ [0,w] 使 得 
lAn DEKE sp AD la) (9.31) 
由 不 等 式 (9,30) 可 得 
Aw LH ANa (9.32) 


对 (9.32) 从 1 到 上 Et t+o] 积 分 可 得 
l Ae, (OD 1 Aug, (60142 


. | A 
t C+ sup ACD lgo. 


$ Ks = (C+ sup [FCO |C DA 
USup ， Au (7) 1 < Ks. 
引 理 证 毕 . 
附注 9.6 ”在 引 理 9.5 条 件 下 ,存在 正常 数 Ke 5 n 无 关 , 使 得 
„SYP, a(t) le < Ke. (9.33) 
引 理 9.7 B5 9.5 条 件 满 足 , 则 存在 常数 K, 5 n A, 
使 得 
sup, | nlt) l] < K3. (9.34) 
证 ”由 Galerkin 积分 等 式 (9.5) 可 得 
(ün + Au, um) = (N(u,) + Frun). 
上 式 取 实 部 得 
la, |< 1+ l | 
+ INC) + f t du | um ll, (9.35) 
因 llu, ll o < K, 和 N(u,) 的 表达 式 可 得 
| N(u,) + f + du | =< oK, + KẸ! +I aà] 
*3K6 | Vu, | +1 Ral KZI Vu, | + | f < p. 
由 不 等 式 (9.34) 可 得 
„SUP, | in | < K3, 
其 中 常数 K; n 无 关 . 
下 面 可 得 到 我 们 的 主要 定理 ， 
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定理 9.8 ig f(r,t) E€ Cw, Hle), HR ERI 
í< < 一 am > ， 
"Í i ( 1 z) i 
则 存在 二 维 GL 方程 周期 问题 (9.1),(9.2) 的 时 间 周 期 解 x (x ,:)， 
ulest) E L” lw, HG) N Ctl, La). 
证 ”由 以 上 关于 近似 解 (1) 的 一 健 先 验 估 计 ,可 知 存 在 子 
序列 un Crt), 
u C t) -MOz t) W L” Cw, H) BAA, 
Unat) > ulr, t), K Llw, L? A, 
l un un >| u 4, 依 上 ”一 致 收 化， 
Vu 一 Vu, 依 L” (w, L?) 强 收敛 
从 (9.5) 中 , 令 有 一 oo 可知 
(u, + Au,v) = (N(u) + fv), Yv € span| gist, Qn}. 
由 于 span| pl，…,ov 在 LZ, 中 是 稠密 的 ,因此 有 
u, + Au = N(u) + f u € C'(w, Ha). 
故 u 为 周期 问题 (9.1),(9.2) 的 解 . 


$10 Ginzburg-Landau 方程 逼近 NLS 方程 


考虑 如 下 GL 方程 
Ju = (a + iv)Au — (b + ip) | u 27 (x,t) € R (0,co), 
` (10.1) 
其 中 以 为 r Ennet € (0,%) WEERA, o >0,a > 0,0 > 
0,v >0,p 为 实 参 数 , 当 a = b = 0 时 , (10.1) 变 为 非 线性 
Schrëdinger( NLS) 方程 
idw =— vÀu + g | u (y, (10.2) 
很 自然 地 ,要 去 考虑 a->0,b->0 时 的 极限 问题 , 即 GL 方程 的 解 
是 否 通 近 于 NLS 方程 的 解 ?其 通 近 程度 如 何 ? 
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定理 10.1 ugozulr, DEL “*), 则 GL 方程 (10.1) 具 
u ECO] LIIN LC 0,%);H') 
N Lito, œ); Lt) (10.3) 
和 x(0) = xo, 更 进一步 ,x 满足 能 晤 关系 


4 | a) ll rat af Zult) j dr 


of ugo ear = 3 Il uolh Ye € [0,), 


(10.4) 

这 个 定理 已 在 $2 中 由 J.Ginbre M G. Velo 所 证 ,也 可 由 Fa- 
do-Galerkin 方法 或 黏 性 消去 法 证 明 . 对 于 解 在 (10.3) 中 惟一 性 也 
在 $2 中 证 明 . 条 件 是 | 


l+ iub sH. 


P (10.5) 


(10.5) 的 假设 ,对 于 考虑 我 们 的 极限 问题 也 是 重要 的 ,GL 方程 的 
H! 解 在 $ 2 中 也 已 证 明 . 
定理 10,2 ZRA p20 (n -2)o<2, 且 如 no >2, 


no 
Ce 
< 
ng 一 2” 


u € HRN L” +R"), W GL FEC. DRAR u 满足 

uE C([0,co); HNL DN L0, 0); H2) NLE? (LO, 
co);L4t2) u(0)= ugo, B u WR (10.4). 

关于 NLS 方程 在 L’, H! , H 的 结果 已 有 许多 研究 ,我 们 有 

定理 10.3 设 (n -2)o K2, n23, MIHE o € H!( 5 , # 
E T*=T`(| vol )>040828010.2)0988 v 在 [0,T* ] 上 使 
得 


. y 
l+: 一 
a 


€ C([0,T*);H')DCI([0,T*);H!) 
N LECO, T) L), u0) = u. 
更 进一步 ,对 任何 :< T* 有 有 
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EC(v(2))=E(vo), o l= i voll, (10.6) 
其 中 Elv) H Hamilton 
E(o)=% | Vo | ty LEAP (10.7) 
附 之 ERREEN URRE L2 ERR RR a< 
fü < 2 yE L? MIRR <0, o = 二 ), 具 小 初 值 
| vo ll ,局 部 解 是 整体 的 ( 即 T* =o). 
定理 10.4 i(n -4)o L2, n 3, 则 对 任何 v€ H:A, F 
ET =T*( | volir) >0 M NLS 方程 (10.2) 的 惟一 解 ¿€ C 
([0,T*); H2), v(0)= wo, 更 进一步 ,对 任何 TT<T* ,有 
| v(t) | saK | oo， (10.8) 
这 里 常数 K 依赖 于 人 和 supi il ul) ll. < Ti. 
附 之 ,在 不 聚焦 情况 (yy 宇 0) 下 或 在 L2 亚 临 界 聚 焦 情 况 人 CAw< 
0, < 2 F skt 12 临界 聚焦 情况 (jy.<0,0 = 二 ) 下 ,对 于 小 初 什 
l| zol srs FARERI L AREIK T* =œ), 
引 理 10.5 I-> -全 , 则 有 


leleCool Vol, I vlii o=a( 5-5) 10.9) 
其 中 C(p) 为 某 常数 . 
对 于 (2 一 2)o 志 2,p 二 20 +2, 则 由 引 理 10.5 有 


20+2 nG at na 
SC) | Vo | AEJ a 


现 考 起 方程 (10. 1) 的 无 黏 极限 , we L, 可 得 到 两 个 无 义 极 
限 结果 .首先 ,vo€ H'O NLS 方程 的 解 vE H ( ,能 量具 有 
意义 .其 次 ,得 到 了 o € H 最 优 收 敛 率 . 

先 给 出 第 一 个 无 黏 极 限 结果 

定理 10.6 ÜZ o sS2/(n 2) (n123), W p20, < 或 wk< 


0,b, u 满足 
< 408 > 


Kan 


L e < L (10.10) 


让 uoE LICIA, vo € BE 3 如 a<, =, I vol LZZ). 
考虑 差 
W(r,t)=u(r,t) ~ o(Zr,1), 
这 是 GL 方程 (10.1) 满 足 x (x,0) = uo 的 解 和 NLS 方程 满足 
zz;0)= vo 的 解 v 之 差 , 则 W 满足 估计 
(2) = olt) S| ua vo llf, + aF( vo)t 
+CD ÉRD + b)e(oo)t 
+ Ca(o) bE || uo | 2,, (10.11) 
其 中 Ci,C; 为 仅 依 赖 于 o HIER, A wo) 和 p(wvo)( 与 a,b AR) 
为 含有 vo 的 | V o |2,. | > | 2 的 有 界 项 
特别 ,如 | uo- vo | 2 具有 阶 O(a) + OGD), MIF 
J a,b 
lu-vlp=0Wa) +03). (10.12) 
为 了 证 明定 理 10.6, 我 们 需要 NLS 方程 Vo lz, 
lo Il pee it. 
命题 10.7 设 a 2>0, Í <2/(n - 2), n>3(u <0); o 2/n 
(<O). wE H RIGE e <0, a=, || oo 充分 小 ), 则 NLS 
方程 (10.2) 具 初 值 vo 的 解 v 满足 
| i Vo Pdr < Aw), (10.13) 


| [e 2dr 委 p(vo)， (10.14) 


这 里 R uM plv) BIE vo 所 定 ,与 a b AR. 
证 证 明 (10.13),(10.14) 的 想法 是 利用 能 量 和 r2 守恒 律 ， 
但 我 们 必须 区 分 20 和 <0 的 情况 . 
对 wx>0, 由 守恒 律 易 控制 H' 模 和 L” - 模 , 事 实 上 ,由 引 理 10.5 
、409 . 


1Yoll2a<s<2E(o)， 


| lolde a) | Ve | vlg 


<co (=)? I vo 12825, 


其 中 常数 C(c) 仅 依赖 于 o. 
对 Aw<0, 我 们 仍 能 得 到 L2 亚 临 界 (o < 2/n)# L° 临界 


(o=2), 1 vo l 5 充分 小 的 界 ,事实 上 ,由 引 理 10.5， 


E(%o) = |. Vo ldr + | al v| t dr 


>x | ,vodrr Cou | Vold)? 
lv 177. (10.15) 
如 no =2, || vo ll eID, Æ 
Z + CCo)p | eol 各 >0, 

则 由 (10.15) 可 得 

| Ioldi + Clo) lol 9] EC). 
若 no<2, 可 用 如 下 引 理 . 

引 理 10.8 ” 设 P,Q 和 8<2 为 正常 数 ,如 y220 满足 


y- PSQ, 
则 y 是 有 界 的 ， 


ymaxi (2P)G- B, 2Q1. 
应 用 引 理 10.8 于 (10.15) 可 得 


| lv olds 
<maxi[C(o)vy i y) il vo ll Maai Jo 2, 


4 1E(oo)1. 
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MRR ADA p(woo) 表 示 | | Vedr, | 1v edr 的 界 
对 于 nx>0 或 ww<0 情 况 ,我 们 即 得 命题 (10.7). 
引 理 10.8 的 证 明 : 证 明 是 容易 的 ,反之 则 有 
y>(2P)7TB, s> /2Q. 


由 y> (2P)55 推 出 Pw `< , N 1k 
PPF +SP + Q< y +Q, 
它 和 y>wv2Q 了 矛盾 . 
定理 10.6 的 证 明 : 设 为 GL 方程 的 解 ,w 为 NLS 方程 
(10.2) 的 解 , 则 差 W = u-v 满足 
9W=(ati AW+aAv- (b+in)(f(u) 
- f(v)) -bf(v), (10.16) 
其 中 flu)= | xiu 
取 非 负 、 光 滑 截断 函数 $,$(r) 二 1 ,| +|<1;#(z=)=0,|z+|> 
2. 
k(z)=$[£)& >o. 
以 2Wó,2 乘 方程 (10.16) ,对 z 积分 可 得 
9, | $i | W |2dz =2Re| ,42aW Wd 
=2Re[(a + ;i)(%2AW,W)]+2aRe($2A9, W) 
—2Re[(b + ;in)($%2(f(u)- f(o)),W)] 
-2bRe( $ flv), W), (10.17) 
这 里 (F,G)= | FGar,G RRG MARGE, Re 表示 实 部 
为 简单 起 见 , 令 (10.17) 右 端的 四 个 积分 为 [ H J M,N, AE 
IT |< l AIW + 4271 | wÇ, |2, 
-2a [$V w |2, 
(EIS Ca te) l| Vell t 4ate ! | WV $, 12, 
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+a | $V W |>, 
e>0 充分 小 ,| I| + | 卫 | 的 估计 ,利用 上 V $, | ° <k! 
I Vv é ll e Tí 
III+IEISCa +e) ll $V ol. 


2, 2 n | 
+ [258 二 +4aae t)? V |: | W 3. (10.18) 


利用 假设 | 1+ < ,能 证 
I= -2Rel Cb + ipd (Plu) f(o)),W)]<0. (10.19) 
事实 上 ,注意 到 /(w)= ul? 和 


fa) fo) =| [Let DG wll” 


+olu—-v)z |z 22 ]dÀ, 


Hp z=àu +(1-A2)ə9,31U 28 
H = -2Rel (è + e) | 4 | $ #;[( a +1)| W |2|Z|2 
+W? Z| Z|??? ]dx | 
<2max |0, 14i -E | aa | 81 wi2lzttaÚ==0. 
对 于 第 四 项 NV ,利用 Young 不 等 式 ， 


AB<(AP/p) + (Br/g), A, B>0,% + =L, 
可 得 (f(v)= vlv) 
INI=26|(82f(v), W)| 
Sy (ETT eg 
l -L penna] |W 22 dr (10.20) 


联系 (10. 19), (10.19),(10.20) ,让 &->co,s->0, 可 得 
a, | Iwtaea lve 12, + 2821 Q o>" 


+ 


1 lt 3342 
Loks ;+ J. | W| dx 
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利用 命题 10.7 的 估计 ,上 式 对 1 积分 得 
II W l< | uo vo | ,+ aH vo) + Cilia +b)e(uo)t 


toyga], | Hue) ar], 0.2D 
这 里 常数 C.C 仅 与 vc 有 关 , 要 求 的 估计 (10.11) 由 应 用 (10.4) 
于 (10.21) 的 最 后 一 项 即 得 . 
如 oo € HH?,NLS 方 程 (10.2) 具 初 值 vo 的 解 v€ C([0, T); 
H HEM 10.4 满足 估计 (10.8) ,此 时 可 估计 了 ,到 为 
| E|=2a|żel$ Av, W)| 
<fa IW |2dz +a? | Ka [Av] dz, 


JINI =28 | BIDI Widz (10.22) 


<| siwar | iol tdr. 


应 用 Gagliardo-Nirenberg 不 等 式 于 | lolt dr 有 
l v KCC) Il Aav Itl vdt, 
其 中 常数 C(c) 依 赖 于 o, 020 为 
-nfi 1 
= (3 r) 
设 o&2An 一 4), 则 OKL t I RARE, KRAH 
S 一 oo 得 
9, |. W |2d><2 |. W |2dx +a? | n 1Avl?dz 
+b2C(a) || Av || > || vo | 1 , (10.23) 
AR l Av | 上 的 界 , 利 用 (10.8), 对 < T 
Îl Av (72) | SK? || Avo I>, 
XE KITAA HER, S 
Iv =C Cla) Av)? || volt, (10.25) 


= Z vo), (10.24) 
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积分 (10.23) 可 得 
定理 10.9 设 o>0,o<2/(n - 4),n25, p L0; <Š, < 
0, 设 0,w 满足 条 件 (10.10), 让 xnE L(A wE RCR” 
CI vo l a <0, = 2) 5 82 
W(xzr,1)= u(r,t) ~ o(z,t), 


它 为 GL 方程 (10.1) 具 u(x,0)= uo (r HJ ulr, t) NLS Y 
程 (10.2) ,v(x,0) = vo 的 解 vlr, ZE, M Wir, t) RSi 


| u(t)— vlt) l< || wo— vo |2, et + baroku) (er -1) 


+ 二 629(a0)(ex -1), 
对 z<T,T<oo 成 立 , 其 中 :Mao) 为 目 v | cao ru t EA vo 的 界 
( 见 (10.24) ,2(wvo) 为 (10.25) 所 给 定 ). 
特别 ,对 于 小 的 a Mb, || uo- voll 1:= O(a)+ O(b), 则 
lu— ol] = O(a)+O(0). 
现 考 虑 LO RRR. 


定理 10.10 o 志 2/(n 一 s= s ,<0, E. 


(2a +1)(20 +2) AnaS. (10.26) 
又 设 4a,v Mo, u 满足 
jitt <H +i <H, (10.27) 


其 中 6€ (0,1) 为 任意 参数 ,woE L2( 32 ANLE RA, wE 
H°?(3e5( vo | LRI, u <0,055) WA 
W=u-v 
为 GL 方程 (10.1) 具 x(0) = uo 的 解 和 NLS 方程 (10.2) 具 v(0) 
= v0 的 解 vlr, t), WE Lt hit 
IWG) ISS Ii uon vo le 
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+ Cilo) b H vo) (et: 1) 
+ Cala) lad I) IA uge — 1) (10.28) 
对 任何 T<, ST R, HH C1,C;,C 为 仅 依赖 于 c, 光 关 的 
界 ,而 与 < ,2 AR. 
特别 ,(10.28) 表 示 Le 的 收 敏 率 具有 阶 O(Va )+ OWA), 
如 8 接近 于 1. 
证 2 W= -vv, 则 满足 方程 
dW= (ati AW+taAv C (b+in)(f(u)—- f(o))— 
bfo), EP f(u)= la, 让 上 抽 (z) 为 如 前 的 截断 函数 ,可 得 


s 170 | #1 WI ?dz =Re(a + b) | 8 
IWI AW Wda + aRe | $3 W|2 (Ao) Wdz 
-Relo + ip) | #1lW|2e[f() - f(Go)]Waz 
- bRe f Ail W|I*f(v) Wdz. 
为 简单 计 , 令 上 式 右 端 的 四 项 积分 为 1,[ ,三 ，N ,分 部 积分 得 : 
I = 一 Re(a + i) | Ce+DIWIPIYW 
+ ol W| 2CW WY ldz 
-Refa + iv) | gl W|22W Y Whdz. 
选取 e >0 使 得 i 
11+pal 和 叶 二 和 人 
FIAL MI,, 
I = -Rela tiv) | $G r1-e-a)|W|2|v wl 
+a |WI22CW.V War, 
容易 验证 


| Iı |<samax _gtl-ô-e 


G 


O.la + iv] 
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| w 219 wita = 0, 
l5 -a(8 +e) | 81W11 Y Whdr = Rela + iv) 


f. HIWI WY WY gdr. 
XI, 第 二 项 应 应 用 Young 不 等 式 得 
DIS- 人 | Mwy wa 


platil] (wht 78, az. 
分 部 积分 [可 得 
II = -aRe| Hit 1)|W|2e Ç o V W 

talw? 2W2V vV W ]dr 
- 2aRe| A IWI V $, Ço War. 

应 用 Young 不 等 式 有 

IKC Co) | RIWI 2de + Cy(a)(a8 Dt! 

| vol dr+að | 821 w 22| Ç W 2dz 


a | IVAW A 
注意 到 | VA ek Ve e, 
II + I<C(0) | 81W12 de + [C;(a)(a8 "181 
tak! ysl] | ,lv vlt ?dz 


atil 


+ A 


J [W |2e +2gx. (10.29) 
第 三 项 下 类似 于 定理 10.6 的 证 明 ,结论 是 
Mo, rit £ <y, (10.30) 
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RRAN, 
N= -Re( | 81W12 o 22 Wax). 


利用 Young 不 等 式 
2c+1 2o+2 . 
NISS ol W| dz 
l | (2c+ (20 +2) 4 
txs +o | dz (10.31) 


应 用 Gagliardo — Nirenberg 不 等 式 
f |y Crt Dat?) dr 


SCl) (| Av Ig, Il 112996 DeD, (10.32) 


| |V vlt de<) Av || n, v [17a 


(10.33) 
其 中 常数 C3, C4 仅 依赖 于 o,0,0 20 为 
0=2|2 ` ariaa] 
212 (2c+1)(2c+2) 小 
-nfl 1 1 
A = 1E tha Ti) 
由 假设 rc,9,0: 委 1 ,利用 (10.25) 可 得 
f oleerpeeradz <x(v0), | ,| V o|2° +t2dr 
< (vo), (10.34) 
这 里 六 (vo),%(wo) 为 
H (W=C (a) v) DD | ç, | We DoD, 
(10.35) 


A (vo)=Ca a) Kov)? vo 1 012, (10.36) 
联系 估计 (10.29) 一 (10.36) ,对 上 积分 ,让 k 一 00,e 一 0 可 得 
|. | wl 247 ee | | uo — vo 224. + Csla)b tA vo) 


Ed 
X 


(e 1) + Colo Kad I AC e 1), 
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其 中 Cl Cs Ce 为 仅 依赖 于 o 的 常数 ,定理 证 毕 . 

现 考虑 无 黏 H 极限 . 

定理 10.11 设 nc SC2.u C H!(: 了 (如 no =2,1] uo ll p Æ 
分 小 ), 6 € HCE AE aE <0,no = 2, || zol 充分 小 ). 考 虑 差 

W(r,t)=u(z,t)- v(x,t) 

为 GL 方程 (10.1),u(0) = uo 的 解 M NLS 方程 (10.2), (0) 
= vo 的 解 v 之 差 , 则 W 对 任何 T<%,1:< 丁 有 

1YW(CD NE Vu Vvol;,+2aM oo) 

+4a l(b +p Bvt t2a l(b + p Y (vo,a,b,t), 

(10.37) 

其 中 Xvo0),9(vwo) 为 (10.24),(10.25) 所 给 定 ,作为 含 vo 项 的 上 
界 , 但 与 a,b 无 关 , Ylva, b, OHF vo,a,5,t, 它 的 阶 为 
am)2( 对 于 小 的 ea ,62+1 为 O(a’) 或 为 更 高 阶 ). 

特别 ,(10.37) 推 出 如 uo = vo b? + p22 = O(a’) 或 为 更 高 阶 ， 
则 我 们 有 


|| V(u-v)(t) l2,=O(a)+O((P2+ 2) 12). 


在 我 们 证 明定 理 之 前 ,我 们 得 到 估计 | | Az(z) 3d , 它 
将 对 定理 的 证 明 有 用 
命题 10.12 iZ c 委 2[(m — 4), n5, X u 为 GL 方程 具 
u € II 的 解 , 则 对 u 有 估计 
I Vul lta fi ans) lade 


- [CC | e S M auo de 
L 0 L? 
<S Íl Auo ly,, (10.38) 
这 里 Cs) 为 常数 ,更 进一步 , 若 no =2. | uo | jz 充分 小 ,如 
| uo lst2 -wc Coa b+ p) t, 
则 有 
.418 . 


| l Au Ce) ldt Sla- Clo)a ! 
“ptp) l uo ll e] V|3Sa6 2, (10.39) 
HEHE no < 2 , WA 
| | Au(t') ||? de <maxl|2a `! || V uo |. 


[Clo)a “(b+ g?) | uo Ja at]. (10.40) 
证 设 虎 (x)(k>0) 为 定理 10.6 证 明 中 的 截断 函数 , 易 知 
, | #1Vuldr=2Re| Hv) Vadr= 1 + 1, 
其 中 
I =2Re(a + iv) f ga Vu)Vudr, 
I = -2Re(0 + iu) | #1V(lu |u) Vida. 
分 部 积分 得 
I = -2a |. [Au | dx —4Re(a + iv) 
| (Au. VT)dz, 
H =2Re(b + ip) [a |u |PuSudzr +4Re(b + ip) 
° f gelu |u V f, V uda. 
利用 Young FEAF IAH, EI, S k>, 
a | .|Aulzdz< -ae| „lâu Pde +86 f lul tdr. 
R R a xR” 
运用 G-N 不 等 式 于 | |u] da. 
| eaSCGc) Au sl ie, 


这 里 C(c ) 为 常数 ,依赖 于 o, 020 为 


nfl _ 1 
e= 13 za) 
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由 假设 =< 委 2/(2 -4) ,因此 
ə, | ,lvulidr+ta | Au 12, 


2 2 
CODED as bul? <o, 


对 + 积分 后 ,我 们 得 到 (10.38),(10.39) 从 (10.38) 得 到 , (10.40) 
由 (10.38) 和 引 理 10.8 得 到 . 

现 证 明定 理 10.11, 差 W = x -mv 满足 方程 
2W=(a +; AW+taAv- (b + in)(f(u)—- f(v))— bf(o), 
其 中 fu) |u lu, $, (z) AAR ARI R, A 


9, | $i AW dr =2Re(a + iv) | $IA(V W)A Wdr 
+2aRe| HAV v) VY War —2Re(b + ip) | AIS) 
- f(v))V Wdz -26Re| $V fto) V Wdzr. 
现 记 上 式 右 端 四 个 积分 分 别 为 工 , I, M,N, Hef] 
I = -2a | #21AWl?dz 
—4Re(a + iy) | gawi V$; VW)dz n" 
II = -2aRe| #2AvA Wdz -4aRe | gA Vh V W)dx. 
f IMPAN Young 不 等 式 可 得 
Et -oj $A Whdr + (2a+e) lhAv 2 
g(t v2 
a 
其 中 se >0 充分 小 ,分 部 积分 得 
下 =2Re(b + ip) [ AS) - flv))A Wdr 


tare Dk | Vell | vw [2 (10.41) 


+4Re(b+ in) | BISD- FVA 7 War, 
N =2bRe | Br v)A Wdr 
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+4bRe | 六 六 é V Wdr, 
由 此 可 得 
H. N <a | BAWI drt 24 1O p?) 


M 


| BISD de +2a (20 t) | RA) lda 
1⁄2 
AA 


> 1⁄2 
(| 17 waz (10.42) 
联系 (10.41),(10.42) ,对 + 积分 , 令 k->oo,e->0 得 
| Vu) -oa ) hare | ,lv Cuo- ve) ldz 
+2a |" Iaute) ade +4a (6 + 2) 
J) ear +2a t | Muar. 
0 Lis+2 0 L4o+2 
(10.43) 


如 同 定理 10.9 的 证 明 ， 
| Av NES AKvo), lol ESA vo), (10.44) 


其 中 Mvo) ,9(w0) 为 (10.24),(10.25) 所 定义 ，| 1 u 142da 的 
估计 已 在 命题 10.12 中 给 出 ， 
fi u 14o+2d7 <C(e) || Au || H I| u [2y ete, 


这 里 C 仅 依 赖 于 c ,因此 
|) grec ol" 
(| | Au (O 1 ,dr yF. (10.45) 


A no =2, || uo | 充分 小 , 则 
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| u(r’) dt 
=C(o)| uo | 
(pt) uol kasa $ (10.46) 
如 ne <2, M 
|. lult) dt 


maxlC(oa)a ` |] V uo NW ,| un | 


六 ua l” „la = C(o)a ! 


o 0-2, 


C(o)(a ` 2 (02 + p?) ) A no) | “ol atl. (10.47) 


(10.46), (10.4 RRM Ka, b, vo, DRR, 显然 ,对 于 小 的 a, 如 


b+ j=O(a?), 则 a,6,vos1) 为 a 了 .将 (10.47),(10.44)， 
(10.45) 和 (10.46) 代 人 (10.43) 即 得 定理 . 


$11 二 维 广义 Ginzburg-Landau 
方程 至 周期 解 的 存在 性 


现 考虑 如 下 广义 Ginzburg- Landau 方程 
=o +(1+iv)Au-— (1+ ip)| u|” utah V (|ul2u) 
+P VY) ul + f(z,t). (11.1) 

殖 周 期 解 的 存在 性 ,其 中 ov.wsc、a 和 8 为 实 参 数 ,41,%; 为 实 
RE, f(x ,1) 为 任意 复 值 函数 ,u(x ,i) 为 未 知 复 值 消 数 , (x ,i)E 
Ox 8 70=(0,L)xX(0,.L)€ E L 为 正常 数 , 设 ulr, MEZ 
间 周 期 条 件 , 即 x(: ,x) 为 0 周期 的 . 

以 X 表示 Banach 空间 , R |- lx, UI |, 表示 
l|: lu (p2Z2), e ER e lo. 

定义 开 .1( 殉 周期 函数 ) 设 u(1) 为 一 可 测 函 数 ,其 值 在 Ba- 
nach 空间 X 中 ,我 们 说 x(1) 为 X 殖 周 期 的 ,如 对 任何 es>0, 存 在 
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相对 稠 集 Ele, u) T 1 使 得 

ess sup | ult+r)>ult)||xS&e,YrEEle.u). (11.2) 
S L = igE LO) ga) A Q BHAR, 

Hi s IEH), ga) H Q AWAR, 

Lap(X)= ig: HX, gO) ELIZ IX), g) H X A 
期 :, 记 《,*) 为 日 六 和 Hi 的 对 偶 关系 ,定义 线性 算 子 v: Hla” 
Hrs 为 

Ct W= [UIt i) To Vw- dou)dz, Y v, wE Hle. 
S o(4) 表 示 A 的 正则 集 , 选 取 0Epo(A). 

E Nóé=(o-d)é (I+ ip) $ 222 aÀ iS (|$|2$) 

+8 VISI, V $E HL., 

则 N 为 局 部 Lip 连续 的 , 即 卫 C>0, 使 得 

INC- Nw) | <<C |o — < 1 H, Yv, wE Hle, h 
Lip 常数 C ERREF || v l| a, aen. 

为 了 证 明 GL 方程 (11.1) 殉 周期 解 的 存在 性 ,我 们 作 如 下 假定 : 

假定 工 . 存在 正 数 o 和 1 ,使 得 如 下 不 等 式 成 立 


Tc 


— y8? 2 : 
Ja 生生) -1 
假定 .f(x,1)E Li H) it) E LAP (Hy), M 
= ess sup Ift) 1 H' » N = ess sup ftr,i) a. 


我 们 可 将 GL 方程 (11.1) 和 周期 边界 条 件 (11.2) 写 成 算 子 方 


程 
u(t) + ou(t) = Nu(t) +t f(t), Yt, u(t)E Hl. (11.3) 
定义 11.2( 强 解 ) x(zy,r) 称 为 问题 (11.3) 的 强 解 ,如 果 满 
是 如 下 条 件 : 
(Du) C LU (RI, HL), 
(ua (t) E Li (R!,L2,), 
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(3)x (t) E Li (R! Leer). 

(4)u (r,t)+a/u(r,t)=Nu(z,t)+ f(z,t) EXA E 
几乎 处 处 成 立 . 

在 以 下 证 明 中 ,我 们 经 常 要 用 到 以 下 不 等 式 : 

( | )Agmon 不 等 式 
lalə<Kilu N u lE, YuE), 


i u |SK: [v lu 2 + || Au llt, YuE H2(Q). 
(i )Sobolev WEARER 


bal sR lul? luli, YuE HN), 
H? 


lu lS K(8,q) l u l u llai, Y u ERA), 


0=40 8 1<q<8:0=0,4>8. 


(Ï )Young 不 等 式 


b q 
p 
apt ” $+,e>0. 


CW |l u | SK | Vu Il uE H'O), Judr=0, 


| u ll sr i u ll yu €H(0),1<q4<e, 


| D2 | KK Vul? | Awl?+ I Y Au lD, 
YuE HO), 


Hep | Deul) =y ult) E ə.a E ayu. 
以 下 我 们 用 Galerkin 方法 构造 问题 (11.1) ,(11.2) 的 有 界 解 ， 
Bip RREZE HURREE, CHAT 必 的 特征 函 

数 所 组 成 ,考虑 非 线性 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 
Ctm, (E) P) + (“us (t), A) 

= (Num, (t) P) +F, $), 

了 三 1 2，…，71， (11.4) 
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um (—r)=0,V r€ 1 (11.5) 


其 中 u, = > amr CE) ban (tO 二 1,2,…,m) 为 待定 函 


数 , 因 ( f(z)， $ ) XI t 连续 ， (Ne (t ) ， 见 ) 为 对 (an ranr2， 
ramm) A Lip 连续 ,因此 方程 组 (11.4),(11.5) 有 具有 惟一 解 
(anyan ranrm), 即 存 在 问题 (11.4),(11.5) 的 在 某 个 
区 间 1E[ 一 r,t] 上 , 解 um, (t), BIET lu, | 和 上 9,um,, l 
的 一 臻 有 界 性 ,可 得 到 问题 (11.4),(11.5) 的 整体 解 uj, (r), tE 
[ -~,+oco), 而 且 由 于 先 验 估计 I um lo Irune EF m,r 
的 一 致 有 界 性 , 便 从 序列 | 4,,., | 可 选取 收敛 子 序列 , 证 明 该 子 序列 
的 极限 为 我 们 所 要 求 的 解 . 

引 理 11.3 ”在 假设 下 下 ,存在 常数 C >0 使 得 

l uz, (£) 委 Cl YrEl-r, +), 

其 中 C, 仅 依赖 于 ec .8.ovc、 LAF ES um, r 无 关 . 

证 以 a,,,,,; 乘 (11.4) 第 j 个 方程 ,对 j=1 到 m 求 和 ,两 边 
取 实 部 可 得 


FE llu, G) N= p lu, GO = | vu) 


— | | m,r 2) 1 +2dx 


n . 
+aRe| Aa: Y C um, (2, ())g,. (a) 


+ BRe | (A2 V amr)) luim (t) En (r)dz 
+ Re(f, un,r(1)). (11.6) 
注意 到 aRe | Ai V (hw (O) a(t)) w(t) dz =0, 
n 


BRe | (àz Yun, (t)) lum (t) lEn (1)dr =0, 
0 


(+ 1)/G 


èp Il un M?S | 1... Gae [89.1 
| | 


, 
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Dic 


Dt a SF a) L. 
ü 
MARSAL Om 
ld l tmt) |° +4 [| u O E | T em, E) 12 
1 2 二 1] NË 
[Se Y ° lk 
< [e° ++) i) L. + 2 ` 
H Gronwall 不 等 式 有 
gtl 1 gtl 
aef Se Y s ol /4\/ aa LEl 
lu. (y P(E) (+ 
PES] l G+ 5 Cn 
K L _ |J[ e Ye L [Aya a Vo, LEl? 
scz (22) +) (i) L+ 2 , 则 有 
| um (D ISC, YEL- r,+). 
引 理 证 毕 . 


引 理 11.4 在 假设 I 和 [IT , 则 存在 常数 C >0 使 得 
| Vua (t) ] SC YEL- r, +), 


其 中 C2 仅 依赖 于 a, BYO, Ais Ao, L 和 了, 但 与 HRsr 无 关 . 
证 设 mA 为 算 子 ,wy 的 特征 值 ,: = wo 而 =1,2,3，…… 乘 以 
sal Wë 个 方程 ,对 ; 从 1 到 m 求 和 ,再 在 两 边 取 实 部 得 
e d | Vua (D Rp | Vu, (t) 12 l Aun, l? 
+Re(f, Aum, (t)) + Rell + ip) 
| C0) un, (A (rd 
n 


- aRe ui: vue) Pun r (t))ATn (tde 
n 


- BRe | (42° Y un, (lu, (Ag (dz. (11.7) 


0 
由 文献 L[$] 中 引 理 2.3 的 证 明 , 对 e€ (0,1], 存 在 常数 Di(e) 和 
D. ( E ) 使 得 
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| = eRe [iV C umr (a, (Aw. dr 


<+ | Aum. (t) ps Tun (t) + 


4042 BU +o)(l+20) 
+ l Um, t) | 45+5 + DI (e)lahil| bo -llo-ł ， 


O<e<x1 和 
|- pre | Aat Y tem Du, (O AEn (ed 


Sa lte „l? +! | Vu (t)? 


+ BUU t2) 
>| u r(t) | 13 + D; (e)| A> | 60°- 1lo- 7 5 


0<e<==<1, 
其 中 Di(e) 和 Dale AURRE o IL E o>3. 我 们 有 


Re(l+ie)| lun Ct) lun (Ai (td 
nü 


5-4 f lumD LA 20) lun (122 — 26 


`Vlu, CE) iC Em, V ttm, CE) uso (t)V um., (t) 
+| ttm, E) Um, r Um, V un (t)? ]dz. 
注意 到 


pll V um, (t) <+ | Vu, (t) k 

| Relf, Aun, "(1)) < lAg (r) l| 2 + | f12, 
Kupu 7) 有 

174 l| Vu, EH Ac (t) |2< | Aum, (t) |l? 


+ 2e ll Vum (E) Et + ell un, C£) I4 + (Di(e) 


+ Da(e)), (ladi| + laa ie 1 Lippe 
1 


“zl, a ADL Th C) 


—2u V llu, rt 人 (ED)Yesr(t) 
_ unr(t)Y u, (t)) 十 上 Um, ht) 
-= up (Vu, (t) | ldz. (11.8) 


x` o 
另 -方面 乘 (11.4) 第 j ARRAY | amO PY 
am.rj(t), 对 j 求 和 从 1 到 m 可 得 
| umn) amt) (td 
n 
=ef. um.r(t) |77 tdr + (1 + iv) [Sun 
lum ht) En (de= (+i) | lun (t) dz 
n 
+ f f ` [ua r(t) Em, (tda 
n 
taf (AV (uim, (t) tm, 0)) ten, r (E) lun, (tdz 


re] (Aa Vum. (t) lun (t) n, (tdr. (11.9) 
对 (11.9) 两 边 取 实 部 可 得 
1 d ,+ 
3T+ oy) dt om tN 2dz 
=s | ug | 1Y un G) lu, Ga) az 
- È hut) er2dr 
n 
-hof lum (DY un (122 
+Re f flum, (E) un, Ct )da 


+e | un 

n 

silu, t) Vi “Um Aum, (t) 

+Rea | (A1 Y (tem r(t) Pun, (Oa (l(t de 
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+Rep| (A. Vu, (EÐ) tim, (E) an, tda. 
(11.10) 


采用 文献 [5] 中 引 理 2.2 的 证 明 , 则 对 -E (0,1j, 存 在 常数 Da, 
Dy(7r),Da(r), Da, D, (r )#l Dal r 848 


Rea | (A1 VC tem. CE) [ten CO tim, (£) [En (2)dz 


<yDa ll Au) |2+8y | Yun p(t) | +t 


8(1+20)(1+20) 
|. aaa Dlr 2de + Dar) 3 Dalr) laal 6o2 -11e-7 ° 


Rea | (AVC tm, (E) tmt) tm, (t) Tn, (zt)dz 
SyDal Aum, 7) W +8Y I Aum, (t) || 


+ 了 | lumar (t) [tdr 
n 


6 
B(l+ o)(l1 + 2o) 
+Da(r)+ Da(r)| Ahal é nao y > 


其 中 Di Da(r),Das(r) ,Da ,Da(r) 和 D4(r) 依 赖 于 ec ML. 
注意 到 


[Re | fr lun, (0) En (dz| 


<$ f, dun de rR, 
因此 ,对 e€ (0,1], 选 取 适 当 的 ~, 则 存在 常数 Dj 和 Dj:(r) 使 得 
由 不 等 式 (11.10) 可 得 


_— l d 2042 
ERTAN lum. (t)! dx 


<- 寺 | lum, (t) [tdr 
0 


+e | Aum, (t) | 2 十 | Vua, (t) | 4+ Ds (1+ u?) 


BU +a) +2e) 
+D,>(r)(laA | +I A1) or 


-4f [ua (£) A20)! V lun (£) 
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-2yo V | um. (t) til talt) Um. (t) 

“Um, (t)V tm, (t)) 

+ | tmr (t)V Um, (t) -Um (t)Vu,o t) | dæ, (11.11) 
其 中 Da, DaF fro ML, H o> 了 ,由 假设 下 和 文献 
[5] 中 的 证 明 ,适当 选取 。, 则 存在 常数 Do, Do ,使 得 


ó f ) 20+2 
Et 


8? 


d : 
LO vue) + 


+O Y iem) E f lu tda) 


l+o 
8(1+ 0)(1+ 20) 
KDa + Dell adil + |/&;]) ol 7 > 


其 中 Dei: De 仅 依 赖 于 f.o 和 工 . 令 
8 zj(T+2a) 


C; = aypaq a, ) 6o-llz-7 > 
则 由 Gronwall 不 等 式 可 得 
| Vua (t) ISC, YEL- r. +o). 
引 理 11.4 得 证 ， 
引 理 11.5 ”在 假设 I 和 1 下 ,存在 常数 C, >0 使 得 
l Aun. (t) | SCG, YtEl-r, +œ), 
其 中 Cs 仅 依赖 于 a, Bousov A I.A. LMAS, S m,r EE. 
证 乘 (11.4) 第 7 ATEU, XT; RAA 12) m, ARER 


得 
JA las, (t) N= p ll Aum (E) | vA (a) M? 
Rf. (0) -RoC iu) | u, (2. (2) 
Xn, (tde taRe] (Ae YC unl) un .(2)))89g,,,(2)d= 
BRe| (Aat Y um.(t))] um (t) PAT, (1)dz. 
(11.12) 
由 于 
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一 Reg+aa)|， |ansrCt)l>rawrCt)Aan rt)dz 
SVITE | 1Y C uim C) un (OY AEn, (t) ldz 


Le | VAu, (E) +e | vu) + 0) (20+1) 


ALX || em, Ct) Il 
Ke || VAw (t) lte l Vua e (t) i+ Dale) 


(L+, (11.13) 
其 中 
Dri(e)= (4 ) Co + 1) 87 (8a ))°C,. 
我 们 有 
JaRef iv u(t) Amt) dr| 
<41ai | Lun um NNT A)| 
+| um, (t)i D um (IIV Atm, (t) dr. (11.14) 
因 


Alahai! | bium, CELY tem, (012 Y AEn, (t) lde 


S4lahil | VAw, O V em, ODF em, CE) I o 
S4lahil | VAn, (£) |l 
K3 Vum, O l| Yu,.,(z) | 


L 
“Ki ll umt) 12 I uml) 12 
H? 
1 
<4|ak I| Kı KCC h V Aum, (t) | I w(t) E 
H 
<$ | V Aum.) 12 
L 
+ Flail KiKsCIC | x... (2) |2, 


E £ 4 
< | V Aum, (t) +S | um (t) | mt Dn(e) ladil’, 
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其 中 Dyle) = (二 )a(KUKsCHCa)4, 再 有 
Alahil | lume)? Dun (ILT AEn (de 
<4lahi | Deun, (t) |, | Y Aun., C) | 
TROIE 
<4|aA | K3 ll D'um, (t) 12 | Du, „l2 
va (D | KO wD | N tim 
<4|ak | K3K (9,4) 


LL L _ 
“Il Dum, (t) | 2 mA Tt) 12 
H H? 


4 
<$ || D? üm, (t) F z jzk :| K3K (0, wal 


-Il uim, (£) l ELAR) un (OIS + 
H q 


<> I D'um, (t) ||: 入 + lum) [|F 
= 


(2411) 21528 °) 


8—80 
“| tem, (t) ls=26 
q 


ELL | | 


<$ | Dun (OD lh +£ |w.) 13 I 


+D(e)*|aA |523, 
其 中 


_ [20 + 115” 5-2013 2K;K(0,q) 13 | s 
D. (£) = (54 3e ) 6 | aso € | | 

.| K. (a) CSH 28, 1K <, 0= 1， 
因此 对 sE(0,1] ,由 不 等 式 (11.14) 有 


laRe| (ai TC un (D DAT, (dz 
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SË | VAu, (t) + lu, (r) l pP 
t | D'un, (t) [ in + D. (8 )|aÀ 13 


+ Ds (e )laA I| 525. (11.15) 
类 似 地 有 ,对 sE(0,1], 存 在 正常 数 D.,( e )#ll Dzs(e) 使 得 


BRe| (Aat Vua (t))|u, (t) PAn, (t)d>| 
<| VAu, ht) | 2+e | Mon r t) 1 和 + 


| Dum. (t) N+ Dale) | |+ Das (e)| A| 5232. 
(11.16) 
利用 不 等 式 (jy ) 和 如 下 不 等 式 (11.17) 一 (11.19) 
| ua, E) ESKI] u, ODAH Jaga (t) | 4), 


(11.17) 


| 4 
H 


| Aum,- (2) | ?Se | V Aun, (t) 12+ | Vu. (t) 112, 
(11.18) 
[Rel f, Aum, (E)E | V Aun D lS V 12 


Se || VAu, (t) | 2+ Me. (11.19) 
选取 e 充分 小 ,由 不 等 式 (11.12) 可 知 ,存在 常数 Dei, DeM Dgs 
使 得 

E I Aum, Ce) M? I Aum, + yA) I? 
< Dai(l + g?) + De (l ahy 1+1 R 1)4 
+ Das(| oa 1+1 Bh, 15229, 
其 中 6 的 选取 为 同 引 理 11.4, 


GV Dall ++ Dellal + IM y+ Dellal +I, 
由 Gronwall 不 等 式 ,得 
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| Aun, (t) S&C. VrE[- r,+). 

5| 11.5 证 毕 

附注 11.6 由 引 理 11.3 一 11.5 有 

un | <<KiCI2[K;(C, + C2) 1. 
为 方便 计 , 令 
C* = KIC12.(K, y +G). 
引 理 11.7 EBRI, iF. WEES C, >0 使 得 
| unt) KC, YtE[ -rr,+%), 

其 中 Cs 依赖 于 a B, uv d, Ai An LAF m,r 无 关 . 

证 ”类似 于 文献 [10] 中 的 证 明 , 略 . 

定理 11.8 在 假设 I,TT, 问 题 (11.1),(11.2) 具 有 强 解 
u(t), CWE 

u(t SC, llaru (2) ISC, l ll <C,, (11.20) 
.这 里 常数 Ci, Ca, C3 分 别 由 引 理 11.3 一 11.6 所 给 定 . 

证 由 引 理 11.3 一 11.6 和 标准 的 紧 性 原理 , 可知 能 选取 
fm,r| 的 子 序列 , 仍 记 为 1 .,1 使 得 

dim úm, (t) =u, (r). EL? CR Hpr) 中 绊 * ikan, 

JiM u, (t) =u, (r), E L Os iL? iha, 

lim u; (t) = umt) Æ LOCE LA PI < 收敛 ， 

lim, Mum, r(t) = Nun Æ LL. (22 Lio PSA, 

lim un, (2, p)=u,(z,t)fE Q >x: 1 rh UEP, 

dim lum, (t) tm, (t)= | m(t) um (t), Æ LR LR) 
中 弱 收 敛 ， 

lim | una tt) = | u(t) i (1) 在 L2(R La) 
中 弱 收 敛 日 un (4) 满 足 如 下 方程 : 
(xm(t)， P É 5 Neth BASLORAF a 


=1,2,- 1.21) 
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其 中 un (= ai 用 ,ay() = lim am (D B A 383 


(11.20) 对 u, (ORE. 

表 选 取 |u | 的 子 序列 仍 记 为 iu, | ,使 得 

lim wt) =u (AK LOCS Hho * KA, 

lim un(t)= u(t) 依 LECE Li RASA, 

lim w; (z) =u (( MK LOCE Li) xak, 

lim um (2) = Sult AK LECE L LL) 881 St ; 

lim z,,(z,1)= u(x, t) 0x 们 止 几乎 处 处 收敛 ， 

lim |u, (t) l ttm (t) = lu (t) Pu (r) Li (R 3 Lier) 8510 
K, 

lim lum) l umt) = |u (r) l u (R LLOR LL BIR 
X. 
此 外 ,u(t) 满 足 (11.21),j=1,2,3,… ,因而 

u (Tt) + dur,t)= Nu(r,t)+ f(zm,t) (11.22) 
ER! Q 上 几乎 处 处 成 立 , 且 不 等 式 (11.20) 对 wu(z) 成 立 ， 
因此 x(z) 为 问题 (11.1),(11.2) 所 要 求 的 强 解 ,定理 11.8 证 毕 . 

现 证 明 殖 周期 解 的 存在 性 ,我 们 要 证 明 由 定理 11.8 所 构造 的 
有 界 解 (+ ) 为 问题 (11.1),(11.2) 的 至 周期 解 . 

定理 11.9 在 假设 ,下 ,如 参数 a,P,p,x ,满足 如 下 不 等 
式 

Kil(pt+4|plC**C + (3| a) | + |PBh2|) (2C* C,Kš 


C2 aa c 
+5) + (Cs ladil +|&)(C*C,Ki+-)<1, (A) 
则 问题 (11.1),(11.2) 具 有 L? 殖 周 期 解 . 
证 ”我们 要 证 明 由 定理 11.8 所 得 到 的 有 界 解 a(1) 为 LD? 歼 
周期 的 ,为 此 ,证 明 antti) 为 多 周期 的 ,对 因 =1,2,3，…. 
事实 上 , 因 /为 殉 周 期 的 , 则 对 e >0, 存 在 相对 稠密 集 E(e , f), 
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使 得 
|fG+r)—- f(t) | Se, Y r€ E(8,. f). 
由 (11.21) ,对 任何 z€ El(e , f) ,我 们 有 
(upt +r), p) + (Zaa (t t r), $) 
=(Nuplt +r), $) +f tr), $), 
(u(t), B+ Cu CE) P) = (Nun E) $) + (f(z),$), 
J=1,2. m. 
于 是 
(Cuat >T} amt), $) + AA umt tr) un(t), $) 


=(Nu,(t+r)—- Nua(t), pi) ttr) fO), $), 
(11.23) 


1=1,2, ,71. 
乘 (11.23) 第 ;个 方程 Ma, tr) a, (1), 对 j 从 1 到 加 求 
和 ,两 边 取 实 部 ,得 
ld 
2 dż 
-un DIH toll unt tr- w(t) 
-Rel + iu) | (C umlt +) unte) 
— |umht)| umh t)) (w(t + rr) — u, (t))dz 
+Re| (aÀ (lu, t++r)lu,(t t r) 
~ad V (lu, (t) unt) (Z (r +r)- u, (t))d=z 
+Re| [B(A Tu tte) u(t+ r)|2 


~B vant)) l temalt) Cu, (a+ ct) lt)) ldz 
+Re(f,u,(t+r)— u(t)). (11.24) 
因 
Rell + ip) u(t +r) (t+ r)— | lt) lu, (zt)) 
“nt HT) Ul t)) Slul Hr) t | up lt)? 


Um t ut + T) umn(t + TYüm(t) 
2 


| mlt tr) ut) |v [u (t + r) 


—lu,(t tr). 
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_ |u, (1) pe (tus t 2- um(t+r) u(t) 
alu (tt l2- ut) 1 
¿u (tus (t t r) u (t + rt) (t) 
2i 
Shit elas (11.25) 
EP J, = lupt Hr) | (e)? | 
2 


Z | nk t+ r)|2 


aUm tn lt +T) un (t tr)u, (t) 
| unt )| >; 


Df upt tr)? upt) unl tr)! 
elum t)) lemt) E ntt + z)|20, 
[pls lS2 pl | (Ct) [olw, (t+r)| unt te, r)i 
lunt) tolum (t) lau, (t+ or) 
umt +OT)|] unt +r) uz (t)12 

K4l ul oC* CF| un(t +r) u,(t)1|2. (11.26) 


因此 
-Rell + ip) (| mht +e) unl ttr) |un(t) |), (t)) 
“(unt +T) (ta lC Cd wnt + r) u,(t)|2. 
(11.27) 
另外 
IRe] (oh Vun(ttr)| w(t + r)) 
~ak, Vh] umt) | u(t) (t+r) -i (t))dzl 
<la | [2] unt +r) |V umltt e)l ar+r) 
ua t | ualt tr) lT (a, lt +r) a, (2))| 
'|u,(t+z)— w(t)| +(|]u,(t-+r)| + lunt) 
(Vunt) u(t tr) -wu, (t+ (| Tu, (t+r)) 
|V umh) D entl u(t r) unl)? 
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+ (an 人 t+z) +l un V un ODl Vu, +e) 
= u(t)| | am 人 (t+r) 一 at) ] 

Sloh H[6C* Ca || unt tr) unl) ll? 
ACHI Y Cun (rtr) up D | 2 


+ 3 c" (tte) u, 2: 


S3lahı | EC? CKA FC |l unli +e) = un) M? 
+(C*G;K]+ PC) V Cup (E+ z) — ua(0)) 12. 


(11.28) 
类 似 地 有 


IRe| (BAr Vun ltt) lunli t t) |= pAr Y unt) 
lu, Ct) Entr) Z, (1)) dz| 


<l: (2C- C K? + Shi un (t+7)— wt) ?2 


(ecak) Lv Cet r) un(e) M]. 


(11.29) 
AFERAN. 27) 一 (11.29) 得 


44 d | umn(t ET) mlt) S | v(t +r) unl) 2 


toll unlttr)- u(t) l|? +4 ul oC * Ke? | us (+ r) 


2 
— ua (t) J2+(3l|aÀ,| + Bl) | (20° cak) 


l ue tr) unt) 2+ (c' CKi+ E) 
[Vm rut) +t f+) G) | 
l unt +r) u, (t) ||2 

1 *2 


<- gll- Glai + D(C cK SE) 


el unli tHe) unl) | Yu +r) unit) l| 

+ Kylo+4lyloC* C+C (lah, 

+ |@)(2C'C;K t yC] 
(ttr) umt) 1 Yu (t tr) -un(t)) | 
+K; fttr) fA) | | V.u,(t+zr)—ua(t)) |l 

Sike- [E (1 Giai + D(C Cr+S-)) 
-KGo+r4lalec C+ (31 a) | + ||) 


. Rear 与- 外] 
ttr) u(t Vout tr) ut). 
因此 ,选取 参数 a,B,p,y 充分 小 ,使 得 不 等 式 (人 A) 成 立 , 令 
J= Ki(o+4lplec C+ (3lad; l| + ||) (2C* C;K2 


2 
* 2 
S) + (Blah |+ lAl C' CK} + TC"), 


则 由 a, (— co)=0 和 反 证 法 可 得 


lu, (t+ r) un(e) l <=. V€ Ele, fl. 
因此 , u, (z) 为 几乎 周期 函数 ,这 就 完成 定理 11.9 的 证 明 . 
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第 四 章 ” 超 导 中 的 Ginzburg-Landau 方程 


在 有 界 区 域 上 发 展 超 导 Ginzburg-Landau 方程 的 初 边 值 问题 
的 研究 ,已 有 不 少 结果 , 见 文献 [1 一 [51. 他 们 用 Galerkin 近似 和 
Leray- Schauder 个 避 忆 原理 去 证 明 整 体 解 的 存在 性 . 至 于 定常 问 
题 在 全 空间 ** 和 .… -的 解 也 已 在 [6],87] 中 用 直接 方法 研究 过 . 

我 们 在 这 一 章 里 首先 证 明 Ginzburg-Landau 方程 Cauchy 问题 
整体 光滑 解 的 存在 惟一 性 ,其 次 研究 它 的 渐 近 形态 整体 吸引 
子 的 存在 性 .最 后 对 于 双 有 曲 型 的 Ginzburg-Landanu 方程 证 明 有 限 
能 量 解 的 整体 存在 性 ,并 讨论 它 的 对 称 涡 度 解 的 不 稳定 性 ,可 参考 
文献 [8] 一 [11]. 


$1 Ginzburg-Landau 方程 的 Cauchy 问题 


现 考虑 发 展 超 导 Ginzburg-Landau 方程 在 六 中 的 Cauchy 问 


题 
S -CA yy=0, (1) 
Cure2A = 2A V-I Vg)-IylA, (1.2) 
2(x,0) = Zo(xz),A(<x,0) 一 Ao(z), (1.3) 
其 中 y 为 复 值 序 参量 ,y* 是 y HRSG, A 是 实 的 向 量 磁 势 ， 
中 是 实 的 数量 电位 势 ,i = 一 1 ,v= {5,5 ,3 ) 为 梯度 算 


TA Vy) 为 y* Vy 的 虚 部 .方程 (1.1),(1.2) 是 规范 不 变 
的 ,对 于 适当 光滑 的 函数 À ,定义 
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£=, Q=-AAA, e= 0-1. (1.4) 


容易 看 到 ,如 (y,A ,名 ) 为 (1.1)(1.2) 的 解 , 则 (5,Q,9) 也 是 .为 
了 使 定 解 问题 是 适 定 的 ,我 们 必须 附加 一 些 规范 条 件 ,通常 有 
(a) 库仑 规范 形 
divA =0. (1.5) 
(b) 洛 伦 效 规范 形 
= -divA. (1.6) 

以 下 我 们 证 明 在 规范 (a) 或 (b) 下 ,(1.1) 一 (1.3) 存 在 惟一 整 
体 光 滑 解 . 

记 L= LICER lp, lt la, p Sobolev 空间 W? = 
WEC RIRE, W= HC 3), eloa ARZA L (0, T; 
WA 的 模 ,下 = | AECHE? )|divA =0}. 

引 理 1.1 (Nirenberg-Galiardo 不 等 式 ) 对 于 f= f(z)€ 
We*-9( ) 有 

(Vfl,ECI VE fll", 
其 中 


如 太一 7- | ) 为 非 负 整 数 , 则 a<1. 
引 理 1.2(Sobolev-Hardy-Lifflewood)( 见 [2]) 对 于 g(x)€ 
L CE”), WE 
i 


d < ` o m 
Ple yle srs SClhg lan, 


其 中 


引 理 1.3( 见 [3]) 存在 连续 线性 算 子 4 在 L?( 23 E(V1< 
p<) 使 得 
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多 /=V(-A) idvp,divg f=divf, Y fE CPO 3). #l 

L.A fla < C| fll e, 
对 于 &=1, 2 VEGI A) =A Vtf,Y ECS) EAA 
divá f=divf, f€ LP( 23). 

引 理 1.4( 见 [3]) ”存在 有 界线 性 算 子 :LL?(R3)- 
Li(83), 其 中 1<p<3, 汪 = 小 一 二 ,使得 

“f=V(-A) !f,V f€ CF( < 3) 
和 
LEFI pa SCH res), 

HX} k=1,2,, VEE f= EVF, Y re CPO 3) EXE, 


€f = YCA) f= Cj t=, f(y)dy,V f € CE3), 


其 中 C 为 一 个 绝对 常数 . 更 进一步 ,如 ELR 3), divf € 
L? (R, E (div f) = € f. 

现 证 问题 (1.1) 一 (1.3),(1.5) 局 部 解 的 存在 性 . 

在 库仑 规范 形 (1.5) 下 ,方程 组 (1.1) 一 (1.3) 能 写 如 下 形式 


ZE Ag= iby + 2iA Yg- IAL- (gl?-1)9, (1.7) 


SA -VA=-V®-4(4'Vy)-lplA, (1.8) 
divA =0, (1.9) 
plr, 0) = Jo (z),A(z,0)=A0(zr), rE 23. (1.10) 


从 (1.8)、(1.9) 可 得 
B=B(Y,A)=(-A) div -gy Vy) + |2]2A). (1.11) 
定义 
X$ = [uo= (go, Ao)| uoE FÈ X H$}, 
具 模 Luol = | goli,2 + | Aole.2; 
X(T)= 1u=(9,A)|u€E C(O0,T];M), Vu=(7y,97A4) 
€ L2(0,T;H)|, 
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HE Julyen= lgl t Tgh t Al | VA lez; 
Yip= lu = (g, A)| u € 1200. Ti Wi)!, 
具 模 lulen E || da tA)... 
对 于 ww =(V,A) ,定义 
Fi(a)= ióe+2iA:V 0 A Pyll, 
Eu)= -Vtg SN) igl A, 
Flu)=(F;lu), Pa) ,Gu) = Fu) + (yy,0), 
则 方程 组 (1.7),(1.8),(1.10) 等 价 于 
u= Sus + | sd - )G(u(s))ds, (1.12) 
其 中 S(;)=exp(zA). 
定义 映照 4 为 
Z= J = S(t)wot | S(t- r)w(r)dr. (1.13) 
引 理 1.5 设 k21, w£ H (sË wE HE), Mj 4w 映照 
L0, Tit?) ACT) = lwl wE C([0, T] Ht), V wE 
L? (0, T; Æ) (R Z =| wl|wE C([0, T], H): V wE L? 
(0, T;H$)}, R. 
|Zu | 2,0 十 |V La tw lk.2,2 
<Clwola 2+ C(TA+ T2) W|... (1.14) 


(Huw lezo t |V Yo tw le,2,2 


<Clwola2 + C(T+ TI) (lia + |V wle,22). (1.15) 
证 令 w(x,t)=S(z)g 为 线性 抛物 方程 
oz-Aw=0,(r,iE :x[0,T), 
wlr,0)= glz), rE Z3 
的 解 ,标准 能 量 估计 得 
| S(t)ọ 1 fi VS(r)|šdr = | |3. 


M 17 一 1 估计 ,对 1<p,g<%m 得 
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(1 
|S(z)el, < g&l 2\p q. Plk p> 
特别 有 
|S(1)¢lC ilel3. |VS(:)e << Cr 4 gl, 
则 
sc 一 u(r)dr <cfo 一 r) 4|w(r)|adr 
0 | 2 0 2 


1 
< Ct H iwlr)] ar)". 
因此 vyw WEC([0,:], Ht) ,注意 到 


N Ff S(r — s)w(s)ds 


s< cef] i "(r= s) P|ae(s)|3ds ‘de 


<c|| (3)| 


<Q? N (5)|3 ds, 
从 上 面 的 不 等 式 即 得 引 理 . 
引 理 1.6 W £2>1,MJ F(u) Xt aX, H 
IF(u)l yC +T?) (luly + lui} ) lul, (1.16) 
|F(ui) -= Flu) Y KCCTi +T?) (la+ Jusl t lul} 


tlwl¥) lu - ul. (1.17) 
证 首先 估计 | @y1i,3,2, 对 =0， 


MAPA AEEAES SA 
<Clgølh a(l" Vgl + | Iyl*A l3) 
<C|el.a (161 V yi,+ [ylé1A1;) 


<C|g#l, (V | el; + [Vv yl3|Al,), 
因此 


i oy lo, 32<CTi| gl? EE ae 
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<CT2:(|ul|X + lul% ) luly. 
为 估计 “1V4(@y)13 ,注意 到 
|V*[(- A) !div(- g(0" VY) 
< X civyla| VIU- A) !div(0* V 0))| 3- 


<C > lv yulv’ ly VI 
+ Clv yl i C Aidit Do) ls 
因 
| VGA dg" Vpl] Vgl -AN dy" Vg) 
1 (a 4 
<Ci vyl Svg? lglslYglz 
<C| Vlez gliz 


我 们 有 


注意 到 
> |vi|#|V5(0"V9)| 28. 
b+c= Ë t n 
b>1 
<C AAA a 
pe 
£ 1- (< Ł 3. 4 
<c 5 vyl ly Pvy E 
btc=k a ofe L a 
<C 5 EZIMEZINNA TIN è, 
btc=k . " $ ， 
则 有 
2 Vy Vg Vy) loh. 
btc= k 
bi 


D 一 _ 
<C Vyhl VE gA o | g RA 
bte=k 
bzz1 


< C(|] ó|,.2,> + [V yli2.2)( | gl? 0 十 | vy|3.2.2) 
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<Clulslulx. 
进一步 有 
| VELG A) ldiv(| yy|?A4)y] l 


和 C > | Vy. vA) div | 2|2A)152 
ri k 

<C>, y |V Tp |r rra) V (dgl? A ) | eers) 
atre Ë 


之 1 
十 cI Vtylal C A) ldiv( | y 134 )|;,. 
其 中 
| V*p-(-A) ldiv( | gl:A4)| 3,<| Vigl |(—-A) ldiv(| yl?A)|s 
<C| Viv yy CO] 立轴 2 IYA [52 
<C| Vgl] ç 2|1⁄2| |Z Al; 
<C Vgl a] Vgl V 2 aA, 
<C|Vl,2|V al2lal, 2 


则 有 
| Vip -AV Idiv(| 2|2A)| 02 2,<C| plio] Alize 1 Velez 
<Clul luly, 
进一步 有 
之 | V V5(— A)ldiv(| y 24)1a 
2 1Y 人 | era | VICI PLA) | er) 
<cx | viy|st | yl Kark) | Tk 4 2A) 经 | | 4 PAIF (bk). 
注意 到 


| vyPA)| <C x [|| || VAIE Va |a, 


II ASI val l V 13, 
则 有 
D [Vg VO A) ldiv( g 12 A)l|;2 


b21 
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<C Dovy gii VARIE gli 
dak 


atb-k c+ 
biel 
° ( | ¿| u£) | VA | ut yx* IVA | 1- (b/k) | V 013 4) , 
于 是 有 
> IVe VPE A) div( y ZA) 1032.2 


ath- k 
hz1 
` ` h a crk bik) | l (Cark 2. (c/Zh))XD/k)+2(1-(b/Ë)) 
< >», ` || RR) | p| L Et (cZk))Xb/k)+2(1-(b/k) 
bp-ketd—k 


1 
I 
I / h 一 h 2 
x |A | eef [VA 15 RICHA) | VA 115 Crdr| 


` ` N À ! / / ñ 
< C N > | ó | paget k)(b ZË) | VA | (dsk) ork) 
ath=k ctd=k 
b= 


—(a/k)+(2-(c/E))X(0/eE)42(1-(Db/k)) | < -(d/k)(b/ 
x |l g0 Cerk) CHIE) HI- (bY | ai )(b/k) 


< (|a + |VAD2o) ul 
<Clul ,Nulx. 


由 此 推 之 

[opli32<C(+ TH)( ule tlela lul. 
类 似 可 估计 Fu ) 中 的 其 他 项 , 引 理 得 证 . 

定理 1.7 RRL uo€ XH, WEE Toa >0 使 得 方程 < = 
YG(u) 具 有 惟一 解 u € XT), TELO, Trex) ,使 得 如 T... <o M 

lim Nult) | y=%. 

进一步 ,如 on E XE, uon” uo 依 X$ 模 ( n>), TE (0, Tax), 
则 ”充分 大 时 ,方程 x = (u ) 具 有 人 解 x, E X(T), H u, >u 依 
X(T, n>, 

证 ”证明 是 标准 的 ,由 引 理 1.5,1.6 和 压缩 映像 定理 即 得 . 

为 了 得 到 整体 解 , 仅 需 对 问题 (1.7) 一 (1.10) 的 解 = (y,A) 
作 | ulx: 的 一 致 先 验 估计 . 

引 理 1.8 设 | plr) | EASI , 则 | plr aS. 

证 定义 y=|yles,Qi = ir€ 3,|y (r,t)! >11,y[0,z] 
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表示 在 [0, 了] 上 的 特征 函数 , 乘 (1.7) 以 ww = (lgl|- 1). e 
Xio ÆR Xx[0, 工 J 上 积分 ,再 取 实 部 得 


Rf f P: -Ag+2iAVó+ |A y+ (| gl? - 1) ywdrdt 


= 0. 
注意 到 


R| | 2 3 = 23). (yl 1)2, 


ge| | ， (- Ag + 2iAV d +  A|26)(1 yg) 1) e” 
= Re) |, (Vy-— 140)(Y +A J 1— D*t e") 
= [J tv gt yg D1 v0 A ard >o, 
3 yl>1 at, (yl? - 1) 620 可 得 
KS 


LAMESI 35x[0,r]. 
511.9 设 引 理 1.8 的 条 件 满足 , 则 有 


(1 yr, ar tff Ivyldrds 
< ca + |A |24rds); 

(i) max] LACE) ae + [IA ladr < C, 
(H) max], ll, t) ldz T, | Vgl ?drdt < C; 
(i) max | , [VACr, 0) dz hf (| v241? 

+ | A,|?)dzd; < C; 
(v)max| , [Vylet] dz :| dvg? 

+ |ø] drd < € 
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证 乘 (1.7) 以 y" ,在 人 ”Xx[0,t] 上 积分 ,再 取 实 部 得 
ecol- ilek fS Rdg- D 


t 
+| vyliza+|| 4 gl? + 2Ref | a WAV = 0. 
u X 
从 


t x t : 2 If’ 
Ref | ,2ip A ` vo] < |. A| + JAR Vgl? 
可 得 (| ). 

(i) 乘 (1.8) 以 4 ,在 < x10,z]j 上 积分 ,利用 (1.9) 有 

FAD- f o van 

sef] darr lon) cehi hfe ia) 

由 Gronwall 不 等 式 可 得 (ii ). 

CHORR ), Ci )EBB8( ii) 

(jv ) 乘 (1.8) 以 A EX R 
EI vAl2+ | AA |3 = |， AA(I(4" Vy) -1 ó 2A) 


<c, (1 Vy + |A|2), 
BODOVE). | 
(V ) 由 (iv) 有 
AC. 9)11-a; < c, 
乘 (1.7) 以 y* ,在 只 3x[0,:] 上 积分 ,再 取 实 部 得 
[A NE 


< llac. oflo 


+ cj IAC DIB] vn sr cl A ltd. 
注意 到 | 
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IAC DISIA C, DIRIA C, s), 
[PCDI <2(|gV g" list | yA l?s) 
<2(lyl3lVal3+lylłlalž) 
<2| 414° (1 Vgl} +|VAl3), 
因此 
flecas < c 8.079121 | 741. 


我 们 有 
|% [62.2 + | Veli, 2,0 
< efis Ja AGI + Yge), 
由 Gronwall 不 等 式 即 得 ( v ) , 引 理 证 毕 . 
定理 1.10 (库仑 规范 形 ) 设 uola =(go(xr), Ao(x))E 
X k21, A| go(z)| .= 志 1, 则 问题 (1.7) 一 (1.10) 具 有 惟一 整体 


解 二 (yy, 和) 满足 
uE X(T), VECO, TH NLO0, T; HÈ), 


YTE(0,%), (1.18) 
Hlult <C, | glx, t) l1, EL, Tl ta ges c 依赖 
于 | uo | 12 和 T. 


现 考虑 洛 伦 兹 规范 形 (1.6) ,问题 (1.1) 一 (1.3) 变 为 


SAg=igdivA - (1ġ]?-1)% [A 2p-2iA-V9, (1.19) 


2A LAA =I" Yg) -lgl?A, (1.20) 
@(z,0)= polr), A(r,0)=A0(z), rE??? (1.21) 
我 们 有 
定理 1.11 ( 洛 伦 效 规范 形 ) kkl, uo (xz) = 
(go(z),A6(z))€ HÉ, | gole) | =< 1, 则 问题 (1.19)(1.20) 
(1.21) 具 有 惟一 整体 解 u=(pl,t) A(x.) ,满足 
G€ C( 3 *Hi),Vu=(Vg,VA)€ LŠ ( +H), (1.22) 
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Hlal, |g, lea, EL0,T], 其 中 常数 C 仅 依 
HF| wo| 1 ;和 T. 

证 类 似 于 前 面 的 证 明 可 得 出 定理 ,这 里 给 出 男 一 种 证 明 , 基 
于 定理 1.10 的 结果 和 规范 不 变性 可 得 . 

令 AQ = Ao- V (div 140) ,出 := goe id ,由 定理 
1.10, 对 问题 (1.1) 一 (1.3),(1.5) 具 有 惟一 整体 解 ( 沾 A, be) 
ÆW, A S) I 0 = (go A0) (Z .,A CX (T), Vd €C C(0, 
T; DL O0, T;H),B | yg lss. 

令 1 为 问题 

AÀ 


x, ASF, 


Al sg = divA Agp rE 
BREM VA EO, TH), VAE L O0, T; H), E p= ye?,A= 


A+ VA, $ = 8-— ( 沼 ) ,容易 验证 (4,4 ,@) 为 问题 (1.19) 一 


(1.21) 和 (1.6) 的 解 . 
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我 们 考虑 在 瞬时 规范 y= -~ divA 下 ,Ginzburg-Landau 方程 
的 初 边 值 问题 


Wai- ikdivAy + ($v +A) 4 ptriglp=0,0xXR*, (2.1) 


A, -AA +57(%* grady- %grad% ) + |y|?A =0, (2.2) 
边界 条 件 
Vy'n=0, [z Ye+Ag]x n =0. (Q x m +, (2.3) 
初始 条 件 
Jrz0)=wz), Alr, 0) =A EN, (2.4) 
简 记 Res Wel Ee es eag 
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HI(Q)=JAE[HM)]Y] A n=0, 2EAN], (2.5) 
具 模 (dwa l2+ I ÇxAJ22.4ACHI (0) (diva ||? 


+ || V xA IDZ 388 || VAI , 即 有 
|u [SK Vul, EHL). (2.6) 


记 D4= 直 V+A4, 则 (2.1),(2.2) 可 写成 
Wb, — ip divAg + Day- ypt yl :y=0, (2.7) 
A,- VA= Ig" Dy + pDA) ]. (2.8) 
我 们 作对 时 间 : 的 一 致 先 验 估计 . 
PR, p, oE (R), AECH' CX), Da 满足 
(Dig g`) = (Day. (Dag) ), (2.9) 
. (Day), = Dag + Ag. (2.10) 
以 下 设 | A| K1, r ER, CET | yr, DSL (x NEN, 
以 6 38(2.7) ARES kR 
2 16 l?+2l Dal- lgl y=0. ean 
LE65 ta e O2. DAA , RS 
21% h2 ll + I Dag l? 
= n(A g, (Dap) )+ (A, ` ` Dag) 


<2 || Day I I A, I< Day 3t A (2.12) 
以 它们 自己 乘 (2.8) 两 边 ,分 部 积分 得 


lA, l? + AA l? +I ll diva 2+ lxAl3] 
= 1] [y Dap + yDag)’ Faz < | Dag 12, 


(2.13) 
最 后 不 等 式 来 自 | golz) strEa, 由 此 可 得 


$I ldwa [è+ Yxa N? + gly] LA: 
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+ I AA ?+ || Day l SEIR]. (2.14) 
以 2g* 乘 (2.7),(2.8) 以 4,, 分 部 积分 后 相 加 得 


d [lava è+ IV xal? 241 912- lgl? + I Dag l? 


<- 2gig 12 -21A + kf AvA lg g- ye dr 


<H lawa 1? -glg h? -21 A, 1. (2.14), 


注意 到 
YAITECIA1 ELA4A1SSCIYAISNAA1 二， 
HdivA |2+ | V xA lsc VAI, 
可 得 
| divA 7+ | V xA I SK YA’, 
于 是 由 (2.11) 一 (2.13) 和 (2.14) 得 


alcolyl?+cl vAli+ yxa ligi 


- lgt? + ipag l?]+ [Clg Cl yal 
+ | xA|2+ 2712 14- 19 12+ i Dag 2] 
+C[ol yl?+ I A, IKEA. (2.15) 
由 Gronwall 不 等 式 得 
[Cyllyll +l V:Al 23 [ Ç xA I 
salgi- yl | Dal? 
Se [Cy l goll ?+ Cl YA l :+ | V xA]? 
+ lglg- I yol?+ | Dayo 12] 
+C|Q|(1—- 1). (2.16) 
选取 to 充分 大 ,使 得 对 1 之 10 时 ,有 
Col l2+C YA 21 IV xA? 
+A yl lgl? ID 2<ciol, (2.17) 
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其 中 常数 C HHE yo, Ao 无 关 , 于 是 对 于 tto» 
Cl divA 2+ J V xA |22<K.. 


注意 到 
ID l>} lvl- lal, 
可 得 
Tlvyl<lDwl+ lAl, 
则 对 :之 上 有 
| Vgl <Ky. 


从 (2.15) 可 得 | 
| gO AC) lds < Kst >to (2.8) 


由 此 可 知 

B= (@,A)€2 XH! | gl] <1, | Vell 

Ka || Y-A |2+ || V xA D SK! 

为 方程 (2.7), (2.8) 在 X1'x H! 中 的 吸收 集 . 为 了 证 明 B 的 
w 极限 集 是 问题 (2.7),(2.8) 在 X!x H! 中 ,让 4 和 1 的 吸引 子 ， 
必须 证 明 吸收 集 的 紧 性 . 注意 到 

(Digg) = (Day, (Dag* ))， 
(Dap): = D2 + Da lA) + A Dag, 

(2. Dw t 微分 ,再 乘 以 gi ,分 别 积分 后 再 取 实 部 得 


2 | g, 2 - wIm|(divA,) 992 dz + | Dag, I? 
+ [A Dag)" da + |(Dag)(Ap)" dz 


_ | ó, ll? +Í |Z 12] ó dr < 0. (2.19) 
由 此 可 得 


Pilg? Dagf p g dr< Ig N? 
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+ k | VA, gll ~ [Ag Dag)" dz 


一 [Da Ag) dz. (2.20) 
(2.8) 对 + 微分 , 乘 以 A,, 分 部 积分 得 
2 A, 24 vA => Ref Dap)" (A )dx 


~ Ref (Aw) (Dad + Apd 


<I Day ll i A 1 + Il Ag l l Da | - AgI? (2.21) 
由 此 可 得 
DEAA IVA NE I Ag i< 1 Dal | Al 


t+ Ag I ID l (2.22) 
Sol gl rAd rl Dap + EYA lr Ag l? 


<C(| A, 2+ | g 12). (2.23) 
由 一 - 致 Gronwall 不 等 式 和 (2.23) 可 得 
lA,|<K 4, iall SK 1>1, (2.24) 
由 此 推 得 H? 模 的 有 界 性 


WA SSK; Hyl| gesSK, t>, (2.25) 
SÆR SUA 

S(t):Æ#1x H! X H!, 

使 得 S(t) o AD = (a) AGD RP UO), AGEN 
题 (2.7), (2.8) 具 初 值 (yo,Ao) 的 解 , 由 Sobolev 嵌 人 定理 可 知 ， 
YSB EX X H' 中 是 紧 的 .上 B 的 w 极限 集 

Y =w(B)= 人 山 S(t)B 
为 在 光 1x H! 中 ,|1y| 志 1 的 吸引 子 ,于 是 有 

定理 2.1 设 | yo(x)| 志 1,x€EQ0, 在 瞬时 规范 ó = — divA 
下 ,问题 (2.7),(2.8) 在 .ix HI! 中 具有 了 吸引 子 . 

现 估计 吸引 子 以 的 维 数 , 令 (1)= (202) .A(r)), u (0)= 
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(p0), A (0), (2.7), (2.8) 的 变 分 方程 为 
V,+L(u)V=0, V(z,0)= Vo(xz), (z,DERXR*, 
(2.26) 
具 初 值 
V(z=,0)= Vo(x), <“C€C Q, (2.27) 
其 中 V=(e@,E),L(u)V=(Li,L;), 


L= k(V:A)0- B(V-F)9 + Dhe- q V (B) 


+E Vg+2A Ep- p t ly pt2go* +2| #|2 e], 
(2.28) 
L2=3[p" Dag + #` Dag + Dap + yDAp+ Ep"). 
(2.29) 
容易 看 到 , 当 Vo(z)E 交 xx 互 ! 时 ,存在 问题 (2.26) 的 惟一 整体 
解 ,使 得 
V(z,t)C€C L° ([0,eseo);@lx HNL? ((0,%); X2x H°). 
以 V,(2)599éR(2.26) RI V; (0)=&(1=1,2,, NBR, 
ĉis êz, `... E&E L? 为 线性 无 关 ， Q. (zt) 表示 由 L? 到 V (z), 
V2(t) ,YN(Ct) 所 张 成 的 子 空 间 上 的 正 交 投影 , 令 


-y 1 
auv= lim st Su Te(L(e(s))Qv(s))ds)， 
| 人 | =1 
其 中 Tr 表示 算 子 的 迹 ,为 了 估计 整体 吸引 子 x 的 维 数 ,我 们 需要 
如 下 引 理 
312.204 设 w 为 问题 (2.7),(2.8) 的 整体 吸引 于 ,q >0 
(对 某 个 N), M s ËJ Hausdorff 维 数 
dul ASN, 
好 的 分 形 维 数 | 
q. 
dr(w) 委 N -[—)). 
(EN(1 + max - [2 )) 


N 
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引 理 2.34 (广义 Sobolev-Leib- Thirring 不 等 式 ) i @,(1 
SISN)EH” (A), E L’? 中 正 交 , 对 几乎 一 切 xE0, 令 
oz)= 1B(r) 12, 


J=l 


则 对 任何 p 


I<p<1 t>" 


存在 常数 K 使 得 
(foida <K>] | D”, 12dz， 
其 中 常数 K 依赖 于 mm Mp, 但 不 依赖 于 D, 和 N 
现 估计 Tr(L(xz)QN(Ct), 设 pis 92,…, gE x H2 H 


(VGE), VD V) ICH X H? 子 空间 的 标准 正 交 基 , 则 
有 


U < 


N 
Tr(L(u)Qs(t)) = X (Lu(t))y,, 9) 


j=l 


`, 
>> 


j=l [Z 
-klvEllol - (+ý) lA le lgllvgl 


al Vgl? + Ve El? + | V x E |l? 


-wlBllveol -lAlelvellgl 
-mlsllvoldlpgl tlaAlol vol lgl 
-zla lblgl+ žig l 

-4 Yeli lg llel -+I vel El 

-2l g lal Alal EI -gl lAl IE l 

k 

>72) (7e 
-e(X (ior 1E 1), 
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vola+l E. |2+ V x E; h?) 


Sp > (+ -el 2), 由 引 理 2.3,N=3, 有 
i )3dx < kı > (live 1 
+ IV B 2, IV BI). 
H 
Tr(ult)Qult)) 


>1[S (L 1ve rv 
-Sete 


> wl vo + | El + Y x E, 12) 
- Clq, k ,Al, A;, As) 
= - [2 ~al I + A+: “+ AN) m t m te + nj 
一 co k,Al,A;,A 3), 
其 中 A; (i=1,2,::  N)2Y9 R 8 f A 在 光 和 Hi 中 的 特征 
值 , 选 取 No 充分 大 ,使 得 


Tr(L(u)QN(t)) 
N 
之 > [z0 二 人 2 十 二 AN) 二 AI 十 十 on 
- CÈ(Ņ,k,A1,A2,A3) = 0. (2.30) 
由 [14] 有 关 定 理 知 , 它 的 Hausdorff 维 数 ,分 形 维 数 有 界 于 
dr(w(B)) 魏 No，dr(o(B)) 委 2Nu. (2.31) 
定理 证 毕 . 


Š3 双 曲 型 Ginzburg-Landau 方程 


考虑 双 曲 型 Ginzburg-Landau 方 程 岂 称 为 Maxwell-Higgs 方 
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程 组 的 Cauchy 问题 ， 
DR = -j (3.1) 


Di 一 六 el 1)e=0, (3.2) 


其 中 变 元 / Ha, ZEA .cj,j 1,2,3,90* = y, z 为 在 
Minkowski 空间 (1 加 ) 的 举 标 ;yp,v=0,1,2,3;i1,j=1,2,3， 
(Eu) = diag ( T l, l, l, 1), Tya = EuT”, Fo = 2,A, _ JA,.. 7 = 
Im(g D'e). D, =, +V 一 1A, 为 对 任何 空间 ,时 间 变 元 的 协 变 导 
数 ,A 为 电磁 场 势 , p HAWAR, N Higgs 场 的 序 参 量 , y 为 
Ginzburg-Landau 常数 ,为 简单 计 设 1 = 1. 
我 们 分 解 电磁 场 已 .为 它 的 电场 . 伐 场 分 量 ; 
E, = Foi, H, = ` Foi = 3 ea P, 
RH F 39 F BJ Hodge NB, " FE, = Te, F. 
AEA p(x ,+t) ,定义 它 的 空间 偿 度 Vp= (30,e);-r2.3 9 @ 
=(P, V 9) 为 全 时 空 梯 率 ,以 一 表示 D'Alembert 算 子 ， 
E= +A RARR, 
容易 看 到 ,系统 (3.1),(3.2) 具 有 总 能 量 守恒 ， 
e(t)=e(0), 
其 中 
e(z) = Jh E+ Hr Dop? + > 1 De e+ 二 (| 9 一 1))dz， 
Ginzburg-Landau 方程 是 规范 不 变 的 ,对 于 适当 光滑 函数 y, 
定义 
p= ge” Tix, B, = An + ZX. 
易 知 , 若 (P,A4) 为 方程 组 (3.1),(3.2) 的 解 , 则 (%,B) 也 是 .为 使 
定 解 问题 适 定 ,我 们 必须 增加 规范 条 件 
( Í| ) 库 仑 规范 形 
V'A,=0. (3.3) 
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Ci ) 瞬 时 规范 形 
Ao = 0. (3.4) 

事实 上 ,如 果 在 库仑 规范 下 ,有 限 能 量 的 解 存在 , 则 在 适当 的 规范 
变换 下 ,我 们 可 以 得 到 骨 时 规范 下 同样 的 结果 .因此 ,我 们 仅 需 考 
虑 库仑 规范 (3.3), 由 此 和 [15] 的 结果 ,我 们 得 到 方程 (3.1)， 
(3.2),(3.3)Cauchy 问题 的 局 部 性 古典 解 的 存在 性 . 

在 [15] 中 ,Eardley 和 Moncrief 得 到 了 Yang-MillsMiggs 方程 
具 瞬 时 规范 下 整体 光滑 解 的 存在 性 . 这 里 我 们 利用 Klainerman 等 
的 方程 得 到 方程 (3.1),(3.2) 和 (3.3)( 或 (3.4), 有 限 能 量 解 的 整 
体 解 的 存在 性 . 

在 库仑 规范 下 ,方程 组 (3.1) 一 (3.3) 能 写成 如 下 形式 : 


OA; = ~ Plm( e D;e), (3.5) 
D'D g (|e|2- 1)g=0, | (3.6) 
AA = ~ Im( e: Dag) ， (3.7) 


其 中 P 表示 在 散 度 场 上 的 投影 算 子 , 即 对 任何 场 B， 
PB=(-A) (V x(V x B)). 
由 Vo0A0=0, 方 程 (3.1) 可 写 (3.5). 


考虑 初始 条 件 
A(0,z)=ao(z),3Ə,A(0,r)=a0 (z), (3.8) 
e(0,r)= goaj(z),2,6(0,z)= palz). (3.9) 
diva qo) (r) = diva (x) =0. (3.10) 
注意 到 由 方程 (3.6) 推 出 
AtIm( 9* Dp)=0. (3.11) 
事实 上 


axIm(pDp)=Im(apDPp+p a“D.p) 
=Im(9“e Dp+ ol- / -1A,.D,p)) 
= Im(9rp D p ptv -14pDp)=0. 
由 (3.11) 可 得 
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JA; = 0. (3.12) 
由 方程 (3.12) ,如 初 值 aoM a 为 散 度 自由 形式 , 则 方程 (3.3) 
对 一 切 时 间 + 自动 满足 
引入 能 量 模 
F(A,9)0) = Ale + lole + lople+d) g Ê- 1Par. 
可 得 如 下 结果 : 
定理 3.1 考虑 一 般 初 值 aw, aa, poo) 和 pa) 在 方程 
(3.8) 一 (3.10) 中 ,使 得 


K= vaole+t+ layvle+t | Veoli + lgm lr 


+ leolir [0 po °- Daz 
为 有 限 , 则 存在 方程 (3.5) 一 (3.7) 的 惟一 广义 解 ， 
g€ C((0,T];HUDC!G([0,T]; 12), AE (LO, TIHD, 
IA E C([0, T];L2), 


其 中 H! 表示 齐 次 Sobolev 空间 , 且 满 足 能 量 不 等 式 
e(Ao,A,9)EN. 
进一步 ,我 们 有 
(站) 多 (4A,9)(z) 夺 C(1+2) 挤 ,对 任何 有 限 区 间 ,: C [0, TJ; 
(站 | CAG D l+ 5l, +) 1u)a < e; 
(此 ) 如 初 值 具有 更 高 的 正则 性 , Vao EFR?) aE 
H(I), po EH R Y, ga) € H'( Y, s 为 正 整 数 ,s >0, 则 
对 任何 :>0, 有 Ao(t,"),A(z,1)EH''!(R YQ A (t,:), 
IAM, EFR?) pa, EFE?) 320, CH (085). 
我 们 这 里 仅 给 出 这 个 定理 证 明 的 步骤 ,首先 ,给 出 方程 (3.5) 一 
(3.7)Cauchy 问题 局 部 古典 解 的 存在 性 . 
命题 3.2 ”对 任何 非 负 s, 令 
g = Il Vaw lla + | Vaol HE + |l po lleg 
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+ | go | ay + Ho po) ° — 1Ydr, 
则 存在 To >0, 仅 依赖 于 品 , 和 方程 (3.5) 一 (3.10) 在 [0,To]x R? 上 
的 惟一 古典 解 使 得 如 z< co, 21, 
VA,), VAG, EH 3), 
oAo(t,), IAM, IE (23: 3), 
pa, ER (EY), dpa, EFRI), 
对 :C 0, To KA. EE y “(1) 为 一 至 有 界 时 ,能 延 拓 解 
至 任何 区 间 [0, TJ(T> To). 4,7 “(z) 在 任何 有 限 区 间 [0, 芽 ) 是 一 
致 有 界 的 , 则 解 是 整体 的 . 
先 验 估计 
GNE Ao,A,q 为 方程 组 (3.5) 一 (3.10) 的 古典 解 , 儿 = 多 0)< co, 
elt) =: (OSA, H Sobolev 不 等 式 和 某 些 基 本 不 等 式 , 我 们 有 
Z(t)EC(L +E), 
其 中 CRKT A 
由 基本 的 位 势 估计 和 方程 (5.11) 可 得 
(ii ) 设 sb 为 方程 (3.7) 的 解 , 设 wy 满足 
多 (A,p)(t)<0%0, 则 有 
(a) | VAC, e) llr + 4Aop( iC (t), 
(b) | VAG) N+ IAG, O || BEC( +F)», 
(c) |l Ao(lt,') | L°SCF (t)(1+ || e(t,-`) | Ls) 
HPF (=F, pt). ZME 
(iii Ao, A. p 和 40,4 ,9 为 方程 组 (3.5) 一 (3.10) 满 足 
BF (t), F (1)= 了 F(A ,pg )(1)<%,tE€[0,T] 的 两 个 解 ， 
则 存在 常数 C , 仅 依 赖 于 多 (1) 和 了 “(1) 使 得 
(a) | V(A; -A0)(z,:) |l + || (Aop- Aog )(z,:) | z? 
<CF(A-A', p- (t), 
(b) || V CA0- A0), + l2 CAA a, l 
SCF (A-A';p-g Xt), 
OCA- AI, SCF AS-A p-p Nl) 
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G+ | @l8)+ Cl (e-e a,l. 
由 能 量 估计 和 [16] 中 的 零 形 式 估计 有 
(VY) 设 (Ao,A,gq) 为 方程 组 (3.5) 一 (3.10) 在 [0,T*]xR3 
是 声 有 限 的 解 且 满 足 定理 3.1 AC), (1). 
(a) 存 在 0<T<T” , 仅 依赖 于 使 得 
X(T) = fk LEAG, |+ gea, QO 2)dr < 1, 
(b) 存 在 常数 C 仪 依赖 于 aT ,使 得 
X(T*)<(”. 
类 似 地 有 
(V) 设 (Au,A,o) 和 (40,A p ) 为 方程 组 (3.5) 一 (3.10) 满 
是 定理 3.1 在 [0,T* ] 上 假设 的 两 个 解 . 
(a) 存 在 0< 本 < T* 和 常数 CREF A= KA, p), Fo= 


H(A',p), X(T )= N (IA G, J) + |g, J) 2)dr, 
AT) = | NA = AG.) d: 


T 
+ l(e- g (t,e) | rdt 
<CF(A - A',@ — @')(0). 
(b) 存 在 常数 C , 仅 依赖 于 T” A FA X(T? ),X (T° ) ,使 

得 

A(T)<C#(A-A e-o )(0), 
其 中 对 于 波动 方程 的 Strichartz 不 等 式 已 用 .省 (| p|? - 1) 能 被 
估计 如 下 : 


T 
| e lède < T(% + X(T))?( 由 能 量 估 计 )， 
j | æ i| d: <fa + t);dt < cri + 7 )% 


(yi) 以 上 估计 应 用 于 导数 的 有 限 差 分 近似 可 得 
FOD) = (IAG, Olat loa, Dlg 
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l 2 
+ 二 |( p 12 — 1)°dx, 


在 [0, TT* ] 一 致 有 界 . 
由 这 些 估计 ,可 得 方程 组 (3.5) 一 -(3.10) 整 体 古典 解 的 存在 性 ， 
最 后 ,由 ( 首 ) 和 (Vv ) 可 得 到 有 限 能 量 解 的 惟一 性 .由 逼近 方法 
和 上 述 估计 ,可 得 有 限 能 量 解 的 整体 存在 性 ， 


$4 Maxwell-Higgs 方程 组 关于 对 称 涡 度 的 不 稳定 性 
考虑 Maxwell-Higgs 方程 

HFa = — jv, (4.1) ` 

DD'$ +2 (1$? - D$=0, (4.2) 


Et, D,=9, T ip Fa = 9 A, _dA,, n =0, 1,2, A,(X) 为 电磁 场 
势 ,g(z) 为 Higes 场 , Fw ,7 =1,2, 为 电场 ， 一 下 1p 为 磁场 ,9, = 9,,， 


jn=Im($D8)= -3($D3-$D$), u =0,1,2, (4.3) 
能 量 守恒 为 
Jh O F. Dg 2 + 20 12 D'dzidzo. 


对 于 定常 的 Ginzburg-Landau 方程 ， 

Curl? A ++ [$D# - #D$]=0, (4.4) 
| -D$+À(|$]?-1)$=0, (4.5) 
存在 一 个 涡 旋 数 如 下 

| VA = im | Ade, (4.6) 


这 个 数 具 有 拓扑 z ,为 Higgs 场 的 “ 反 风 数 ” ,为 一 一 整数 .数值 计算 表 
EIH, 5 A <1 时 , 则 对 一 切 涡 旋 数 n, 涡 旋 是 稳定 的 ,而 当 4>1, 和 
|n | 之 2 时 , 则 是 不 稳定 的 .我 们 现在 给 予 这 个 事实 以 权 的 证 明 . 

在 瞬时 规范 Ao = 0 下 ,Maxwell-Higgs 方程 组 可 写成 如 下 形式 
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/go -A]A, 3,22, = ($ D$ - #D$) (4.7) 
DA iA0$ (A) -AAS 2 (|82-D$=0, 
(4.8) 
Hp v, u =0,1,2,A, A" = A$, p = 0 AA" = -Am 天 0, 我 们 还 可 将 
(4.7),(4.8) 写 成 如 下 具体 形式 ; 
IA thA) = 1 ($08 - 499), (4.9) 


Ip ( Ar) = AA; ~ (0A +A?) + ($D8 — $D.) , (4.10) 


ds$ =A$ iA -i9,(AB) -AS -SC1$) -1)$, (4.11) 
k=1,2,; M182. 

现 对 给 定 的 轴 对 称 涡 度 (a,7) 和 瞬时 规范 Ao = 0 下 对 
Maxwell-Higgs 方程 组 作 线性 化 , 令 A =at ew, p= n+ey RA 
(4.9), (4.10), (4.11). 再 对 es EFR, E e = 0 可 得 线性 化 
Maxwell-Higgs 方程 组 如 下 : 

9,(91w1 t 9020w2) = y9,( W) = (np Mp), (4.12) 

J, = Aun = 2 (A w t Əyto2) + + (9949 + yo- 

- p3p) - a (W tW) nuy, (4.13) 

J, = Ad — ia;g p iwa i9; (a) 一 i9;( wn) 

-aly-2(arwt+azw)y -Flg 


-À a+ p). (4.14) 
注意 到 (a ,7) 与 时 间 t 无 关 , 令 Zi = Reg, p= Img, v = (wi, 202, 
Ai, 2) 1, MIJ2RFE4 Jr E2B(4.13),(4.14)uj S R 


B yae up (4.15) 
线性 算 子 L 具有 形式 
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922 一 |7 |? 一 ol gs ~ W201 gu t 4191 


-d2 ðv iyl? 823 ~ mh gu + W192 
gaAto(mxX gat mX A+ gs 20j9i — Àq291 | 
ga 9 (mX gaT hpx -2a;j9,- Am A+ gua 

(4.16) 
这 里 
g3 = gs S 9im 2a, gu ga Aa Í 2ain, 
g= gz =d arq, 824 三 &42 二 一 9271 一 20272， 


g3 = -Am + lgl- - lal?, 


gu= -2 O2lml+ Ig- - lal. 

算 子 0 作用 于 函数 f HIC yf) ,1 =1,2,;=1,2, 

e=|{pivxar+} i eA 12 - D) 

为 Helmnoltz 自由 能 . 

为 了 得 到 整个 线性 化 Maxwell-Higgs 方程 组 (4.12),(4.13)， 
(4.14) 的 增长 模 ,充分 研究 限制 问题 (1.13),(4.4) 而 没有 约束 方 
程 (4.12), 这 是 由 于 出 自如 下 的 考虑 . 

定义 线性 算 子 O 

Of =9 fi t 29, fx — m fa t mfs, (4.17) 
f=(/fi(z=uz2),fo(ziz.),fs(zi, z), fa(ri, e) A EME 
值 函 数 . 

引 理 4.1 设 岂 =(0() (vv 1))T 于 (4.16) 

中 , 则 有 


OL (v) =9, li + ðzlz ~ qıla + mo ls = 0. (4.18) 
进一步 ,如 vo 为 线性 化 算 子 L 对 应 于 特征 值 o 的 特征 向 量 (w >0)， 
Lvo = w° vo, (4.19) 


则 yoe* “为 整个 线性 化 Maxweli-Higgs 方程 组 (4.12), (4.13), 
(4.14) 的 一 个 解 . 
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证 首先 注意 到 如 下 等 式 : 
PTAA = OA) + ($ D, — $Di$) | 


=A (0A DB + 90, 98 -IAD - 9D.D. ) 


= > (De D,$ + $ D,D,$ ~ D,#D,% - $DA) 
= > ($ D,D,$ — $D D) 


=$ [SIDDE -È 04- Dg -3DE -0L 2-9, 

(4.20) 
其 中 我 们 用 到 了 协 变 导 数 的 定义 D, = 0 -iA , 令 A=atew,$ 
= y+ ep 代入 (4.20) 的 两 边 ,对 € 微分 并 取 值 s=0 得 


Ida (v)= [905 (0) - ,(0)) = 9(15(0) + ,(0))] 


+ 六 4%[DADi -分 3017912-D] 


-六 8[LDiDi -分 3047- 1D]， (4.21) 
其 中 我 们 利用 了 LO) 39 “的 线性 化 算 子 这 一 事实 ,从 定常 


MaxwelLHiggs 方程 组 DjDjn -分 3(1912- 1) = 0, 去 掉 (4.21) 最 
后 一 行 ,可 得 

ak 一 TU 一 7 (4.22) 
其 中 名 从 1 到 2, 因 此 (4.18) 成 立 . 

如 Lyo= wvo,w>0, 我 们 有 

li1(v0) = whrwd, [2(v0) = we, 

alvo) =w gh, lal vo) =w gh, 
其 中 wo= (wi, wi, 00,420) T, EE vo 满足 

| Iwi thw = py- 7: 00. (4.24) 

因此 voe * “自动 满足 附加 方程 (4.12), 由 此 推出 voe” 为 整个 线性 
化 Maxwell-Higgs 方程 组 (4.12),(4.13),(4.14) 的 增长 模 . 


(4.23) 
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现 集中 人 研究 算 子 L 的 特征 值 问 题 .定义 在 给 定 涡 度 (a ,7) 线 
性 化 能 量 泛 隆 
《全 (= 人 = 一 Lv (4.25) 
为 简单 计 , 我 们 忽略 对 涡 度 (a , 7) 的 依赖 性 ,我 们 期 望 得 到 L 
的 -一 对 特征 值 和 特征 向 量 ENZA (v), OK R. RE m 
然 的 ,因为 我 们 仅 对 VY x w 在 极 小 化 序列 中 能 进行 控制 ， 
EN ENEZ K 
(El), yell VwllZtlE O), = — (Lu, (4.26) 
其 中 L, = 工 + (eAw,0)7, 我 们 先 寻 找 一 对 & 的 特征 值 和 特征 向 
量 作为 它 的 极 小 ,然后 再 得 到 原来 算 子 了 的 特征 向 量 e->0. 
引 理 4.2 BFE n EHR IERE (ui), vi <0, WE 
ÉE ve = (we pe) E H'OR 2 JEH e >0 充分 小 ， 
E Oe) ve) = min (C&C), v) = wi<0. (4.27) 
更 进一步 ,v 为 算 子 L 对 应 于 特征 值 wt 的 特征 向 量 ， 
Leve = Wve, (4.28) 
Ive MEKC, -EEC KKC, (4.29) 


对 小 的 e 一致 成 立 . 

证 第 一 步 ,证 明 (4.27) 和 (4.28). 

为 了 证 明 (4.27) ,我 们 分 析 算 子 L 的 谱 , 首 先 证 明 当 | v |; 
=1 时 ,《 (vy),v) 具 有 下 界 . 


(E (y), v) = f Qi -aa 十 | n llo + V 2 12 
t(ia Pta- DJ 922 [Annt mo 
+ 729101 + 729; p12 — Tigtyawl — Nop We | 


一 ?| [ea + guprw + gzpiw: + guprw], 
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(EON) S | oa = dred? H 9121 ae 


+ 4 | Vg l ]dz d>; - C, (4.30) 


其 中 常数 C 依赖 于 4 MI alet iyl e REXEN e >0, 
| y | := 工 ,有 


(& (v), E (v), 22 — C. (4.31) 
为 了 研究 它 的 谱 , 分 解 算 子 一 L,= 1. + K 如 下 ， 
eAt3n- |y]? 一 9 = MI] 7i9l 
— _ -2p sA+gu-ly| =y mh 
g Ip X Balp x A-Alpl? -ày 
Ily X -3q x -À A— 2171 
(4.32) 
£ 814 
0 823 gx 
K=- gs gz -入 (19P-D-iab 2a;J; 
Za ge —~2a;ð; -$ (PD -la 
(4.33) 
注意 到 (Ivy,v) 具 有 形式 


[oY xwltel Ywl tigi wlt vy 


+ ÀA(7i@ + pip)? + 2f Odp = Mipi wi 
+ 9292012 — W192 Yrw2) 
>f Vx wl? +e 1 Ywl? )dridrz=>0. (4.34) 
我 们 已 用 到 如 下 事实 
a| po piw = Mo pw + Papi w - 919; p202 | 


Sll lwl + [V 212, (4.35) 
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因此 ,上 是 正 的 ,二 阶 椭圆 型 算 子 的 谱 位 于 [0, ce ), 另 一 方面 ,由 
涡 度 的 渐 近 性 质 | 17), 
lalC/r, [|Y ylsC/r, (4.36) 
且 17 人 -1 一 0,( 指 数 ) ,r-~~co , 故 在 K 中 所 有 系数 均 趋 于 零 ,r 一 
co .因此 K 相对 于 二 阶 算 子 I 是 相对 紧 的 .由 Weyl 本 质谱 定理 
([18] 中 系 2,p.113) 推 出 L = L. + K 的 本 质谱 位 于 [0,oco). 由 我 
WERI, E Cv) v <0, e 充分 小 ,因此 ,由 [18] 中 的 定理 8.1， 
存在 o, >0, 使 得 
-os= inf <#(v),v)=(- L, ) 的 最 小 特征 值 ， (4.37) 


vi,=1 
由 (4.31)ow2 和 C, 对 *e 一 致 成 立 .方程 (4.28) 成 立 , = (vw ó, ) T 
为 相应 的 特征 向 量 . 
第 二 步 ,(4.29) 的 证 明 ， 
Ka EH' 且 为 国定 ,e 很 小 ， 
oG (vi), =F Ovo te || Vz || 2 
< (OD. (4.38) 
(4.29) 中 对 w, 的 估计 来 自 (4.31) 和 (4.38). 对 于 的 估计 ,我 们 
RAKE C) ,ve)= 一 wi ,vc ;=1. 从 (4.30) 和 (4.26) 有 
vxw atl Vg late l vu lSC, (4.39) 
为 了 得 到 上 V zo, |> 的 估计 ,应 用 在 (4.17) 中 的 算 子 于 L, = 
Lv, + e(Aw,,0)T = ww: 的 两 边 ,得 到 
e(A(V-u,))= weldivio ~ (hi pze ~ apie)]. (4.40) 
于 此 我 们 用 到 了 引 理 4.1. 乘 (4.40) 两 边 以 divw 再 在 总 2 上 积分 得 


wi divive | 30? | R |< Í A Ila dive, |; 


-e || V divzo, || 5. (4.41) 
注意 到 | R|. = l gl <1, RNE 
|| dives |< | ye |,<1. (4.42) 


联合 (4.42) 和 (4.39) 即 得 引 理 4.2. 
现在 L. 中 令 e 一 0, 即 求 得 原来 问题 (4.25) 的 解决 ,e =0. 
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定理 4.3 REO), ODO REA € H!(.& ), 则 存 

E v = (wopo) EH! ` 2), | vo ll = 1, E 

Lyo= w vo, (4.43) 
其 中 w= Supay >0, 进 一 步 ,voe” 为 整体 线性 化 Maxwell-Higgs 方 
程 组 (4.12),(4.13),(4.14) 的 增长 模 . 

证 由 (4.29) 知 , | ve | msC 对 6 一致 成 立 ,w。 >0 是 随 
一 0 而 单调 增加 ,选取 子 序列 6,0 使 得 w= limo, , w. >o = 
Cwi, wi pi go) T EHHE PREKA, AAI, A wr ,vw 表 
示 相 应 的 子 序列 ,在 Lawn 中 , 令 w->0, 在 分 布 意 义 得 

Lvo= wvo. (4.44) 
由 (4.29),w>0. 

为 证 明定 理 , 充 分 证 明 vo | ;= 1, 考 虑 上 v vo l; 的 极限 ， 
W Ve = Love 减 去 w? vo = Lv 得 

walve = vo) + volw = w?) = el(Aw0)T + LC — vo) (4.45) 
(4.4$) 两 边 和 一 vo fE L? 内 积 得 

wt | Ye T VO | 3 (2 — w?) ll Yy | 2 | Ve VO | 2 

+e| Vas |> Viw- w)), 
+(L(v, vo), ve — vo), (4.46) 
注意 到 |v | a es 一 0 时 为 一 致 有 界 . 
(wi — w?) | vo | 2 | ve vo | 2*0, 
e || Vw Ila | Y Ce = a) || 2—0. (4.47) 
现 证 lim( 上 (v。 — vo) , ve ~ v0) 二 0, 在 分 解 (1.32),(1.33) 和 (1.34) 
中 令 e=0, 得 
(L(y —vo),w — vo) = ~ (Lo(v, — VO). Ve — vo) 
= (K(v, 一 y0), ve = vo) 
S- (K (ve vo), ve — vo). (4.48) 
AI yj 一 臻 有 界 , 则 对 任何 M >0， 
= (K(v, ~ vo), ve — vo) = f + | 
rz M rz M 
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s< C(M) | ve — vo Ë p + f ， 


-<M 


其 中 CLM) 为 K 的 系数 的 上 界 , 当 M->co 时 , 它 ->0, 因 | — 0 


r<M 
对 任何 固定 的 M, 由 此 推出 lim( K ( v, 7 vo), Ve T vo) 二 0, 先 取 M 
一 co ,再 取 e-*0, 因 此 从 (4.48) 有 


lim( L (v, 一 0) ve 一 v0) Slim 一 (K(v, 一 v0) C vo) = 0. 


由 (4.29) 得 o>- A ),v1) ,因此 从 (4.46) 和 (4.47) 得 
| — vo | 2—0. 
现 证 当 一 ~co 时 特征 向 量 vo 的 衰减 ,由 此 推出 扰动 vo 具有 
FRR ER. 
引 理 4.4 (特征 函数 vo 的 衰减 ) 设 x (xr1,x2) 为 具 k 阶 多 项 
式 的 增长 形式 的 光滑 函数 . . 
| Pyle) | SCO +1), (4.49) 


其 中 rsy rit ri RaR, OSSE.. ,WJ 
| X20 l| < e. (4.50) 
特别 ,vo 的 涡 旋 数 为 零 , 即 有 
dim 去 | Y x w’ = + A | dz =0. (4.51) 


证 我们 用 归纳 法 证 明 (4.50). 
第 一 步 ,如 k = 0, 充 分 证 明 wE 正 , 注 意 到 1 7 la + lale 
SCA L 的 定义 有 


Ar -3 ldivw)E L2, Ag6€ L2. (4.52) 
另 一 方面 ,由 引 理 4.1, 用 @ 作用 (4.44) 两 边 得 
=w l3] Wi +3 Wi- (mei — 0120) 1. (4.53) 


因此 divWo = 71 6 — mC H! FE AWEL, hitit wE. 
第 二 步 , 设 (4.50) 对 一 切 y WE(4.49), k <n 成立. 现 取 任 
何 函数 x 满足 (4.49),&= n+1, 乘 (4.44) 以 xLvo = w?xvo, 分 解 
上 于 (4.32) 和 (4.33) 中 , 置 e=0, 有 xX( D k)vo= yov Ñ 
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[o( Xvo) + o° ( yvo) = = yKvo + Lovos (4.54) 
其 中 一 上 二 一 Io( zvo) + xlo 2 丛 定 如 下 : 


y> 十 2X29: yT xh yx TMX q X 
— X127 X192 7 X21 yn + 2X = 4X2 1X2 
PX! 42X2 Ax - 2%; 0 
TMX =X 0 Ax 72X9; 


I | Vy Cri ro) |<C( +1), RIA, Lavo € H', h 
(4.33), yK 的 系数 为 n 阶 ， 由 归纳 假设 , XKvo € H'. Æ xvo 于 
(4.54) ,我 们 有 
(Lo xv0), xv0) + w? | xvo | 3< |] ~ xKvo + Lavo | 2 | xvo |, 
(4.55) 

因此 yro € L?, A (4.34), (Io (vo), vo) > || V X (ywo) || 3 + 
IVC |2- C | vo l3, IE ypo € H! ,V x (xw) € L`, A 
一 方面 ,从 (4.24) 和 (4.43) 有 

div( ywo) = x mpi ppo) t 98 € H', (4.56) 
其 中 ay € H2, H H 88 B ri 9). 因此 ,从 (4.55) 和 (4.56)， 
yv € H!. 从 (4.54) 和 类 似 于 第 一 步 的 原理 ,可 得 A( vo) € L2 B 
oE H°. 

为 证 (4.51) ,利用 Sobolev 网 入 定理 得 


Jim aJ | wo | dz < lim (sup | rwo |) < lim || mo || rean = 0. 


为 了 得 到 非 线性 不 稳定 性 ， 我 们 证 明 特 征 值 o 控制 着 线性 化 
Maxwell-Higgs 方程 组 的 增长 率 . 
定理 4.5( 线 性 化 估计 ) 考虑 线性 化 Maxwell-Higgs 方程 组 
(4.12),(4.13),(4.14)， 
J (divw) =2, (412 — My), 


dy _ 
T25 Lv, (4.57) 


vl z05»(0), v, l-0 =» (0), 
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其 中 = (mb) ,对 任何 >0,(4.57) 的 解 
v(#)= J (t) 0). ny 0) 
满足 
lD pt |x a 
= (Cy(0), v0) + aa aO, y 0 1; 
Kte rv(0) at Ila) ila), (4.57) 
其 中 o >0 为 定理 4.3 中 得 到 的 特征 值 .常数 C 与 1 无 关 . 
证 我 们 有 如 下 估计 
| divw(2) H331 i mpl) - mg) M3 
+ | divw(0) | 2 + || yı g2(0)- 210) ||], (4.58) 


Z v(a) M3- F) 


=$ (0) 13- TOL(0),v(0)). 
从 (4.30) 有 
(LEDE (#(v(2)),v(2))2 | V x wlt) |2 
+y vy -Cy 12, 
联合 上 面 的 不 等 式 和 (4.58) 可 得 
AOIS RANE 
+ Ey(0) + Ilo) | 下， (4.59) 
男 一 方面 ,从 (4.27) 和 (4.59) 有 ,对 任何 5>0， 
(Lv,v)=(La,v) tO Vo ||3= (80), + || Va ||2 
Sew la) 3+ LC) + HO) 22 + |) 121 
<(ei+C3)| (z) 3+ CEI v(0) 12: + | (0) 12]. 
(4.60) 
选取 6 充分 小 ,使 得 o3 + Clo + e)2 ,由 (4.60) 和 (4.58) 的 第 
二 个 方程 可 得 
ly ll S< (Lu ,v)+ Cla H + Í y0) H3) 
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Llet) lv la+ Ca 3+ | wo) Ha. 
(4.61) 


ED MaS i MaC) ladet lv(0) 15, 从 (4.61D) 可 得 


laD laS lo +e) vn) lade + COO) | 
+ | v,(0) a (4.62) 
从 标准 的 Gronwall 不 等 式 可 得 
Hy) Ce oF Ea + | >x(0)1;1, (4.63) 
定理 得 证 . 
下 面 证 明 当 涡 旋 数 x 和 耦合 常数 4 充分 大 时 ,存在 v1/ EH!， 


《er(v ,v1) <O. (4.64) 
证 明 方法 基于 当 7 一 co 时 的 渐 近 分 析 . 
引 理 4.6 i /和 o 为 ,0 HRK, S 
[eo (aaron anoa 
p=qalr, 0), (4.65) 
则 对 = (vu, i d.) EO), HAIER 


| EZ — nf, ++ Loz + Rèh? | rdr 
0 r r 
taf [BG -D+ PR HARG = 1)] 
0 


+ L GR _ Da? rdr, (4.66) 
其 中 轴 向 对 称 旋 度 (< ,7) 满 足 
aidrit azdr=nS(r)d9,n(r,0)= R(r)e™w., (4.67) 
对 于 任何 nEZ,A>0,r=V ri+.r3,0 = Tan 122. 
Tı 


证 能 量 沁 函 为 
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_[ l pp 1 3. À 3 12 
e= | 2 F a a O $G 6-1], 
1s<;i,j=<2,. (4.158 E apa 一 上 ,因此 


Ela teu. +eg)= E(a,7) teli la, g), 


2 
EEO), t OC?) 
= -EU tO), (4.68) 
其 中 v= lw, g) .我们 已 用 到 二 (ae g) 0, Bla ,7 为 Ginzburg- 
Landau 方程 组 的 解 .由 (4.68) 知 ,为 了 验证 (4.66) ,充分 地 计算 挑 
动能 量 2e(a + ew, yt ey) 依 6 展开 的 二 阶 项 ,首先 计算 F; É e 


展开 .由 (4.65) 中 对 w 的 特殊 选取 ,有 
ai-e[ T sn0- host]! -| Ë 
nf nfi 


=a ay - e | sn9 hzosð | 一 e| Hosp + husing | 


Fz = 


, 


ao +e | nf oð + hsing | 


tel (F sino) + [ -eg] |f+ s[(es0) = (sinb), lh. 


(4.69) 
注意 到 


[sin] + [ -cos0) =0, (cosg) ~ (sinf) =0, 
我 们 有 


Fi2= a12 ~ azn || sing hacosb | - e [oos + hising | 
h 
=a qan (f, o) (4.70) 


现 考虑 IDA? + | D,#$|2 X] e 的 展开 ,注意 到 
ID,#|°+ |D= lag] ag API] 
+19, $A,$- iA $ 3,$ + DHAS -iA $ 0.9, (4.71) 
HT w, y 在 (4.65) 中 的 特殊 选取 ,有 
p=(R + ege”. (4.72) 
47> 


因此 ， 
lagi al? 
= |o [(R teq) ] |? + |, [ (R teqe”? ] 2 


2 2 
-ILR +eq],|?+ | LIR+egl + IR+egl, (4.73) 


对 于 (4.71) 中 的 交叉 项 ,从 (4.72) 有 


inp Ap- A B= A [R+ q]. (4.74) 
类 似 地 
id $ A$- iA 0,$ = -Zaeta [R +eq]?, (4.75) 
其 中 


Ai=ai-e| sng- hcos0 | 


Az= aa+e| 对 cosg -hsing | 


r 
由 (4.74),(4.75) 得 
id $A, $- A $ J$ + iJ- pA, $- iA $ Ə29$ 


= -“"[R+eg] -singA + cos0A.] 
= 2n D+ 2 
再 考虑 
212 | 2 
IAF = ai- e| MsinO — hoosg | | + [azt e| wse+hsng]| 
r | r 


2⁄2 
=a t2 B tef EE +]. (4.77) 


其 中 a -[ nS snb ,ns e8) .从 (4.72) 有 
[#|2= R*+2egR + 242, 
(117-1) = (R: -1+2eRg teg ). 


现 将 (4.70),(4.76),(4.77) 和 (4.78) 代 人 《, 被 积 函 数 取 此 形式 
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(4.78) 


2 
[R + eg Ja 


a oan | 
, r 


` 2 f 
Cafe hV + IER teg), |? 
; 


(an-an TE 


3 
+” |R+egl2 + 
> 


[R] + 2eqR + eg’] -对 [R +egq] [S+ef] 


+( 民 -一 1+2eRo + eg). (4.79) 
计算 在 (4.76) 中 关于 e 的 二 阶 项 , 即 得 引 理 . 

推论 4.7 j m C t: R 

f(r,0)=a(r)cos?m@, 

q(r,0)=a(r)S, 


h(r,0)= Z En sinmb. 
在 (4.65) 中 , 则 十 (&"(v),v) 具 有 形式 


mR 


Pla tije + [5 Í B (S-12+ R +4R(S- D) 


+ 1 GR 一 1] r 
证 由 引 理 4.6 即 得 . 


(4.80) 


令 Z=Br,B= 2 ,日 
2n° 


R3CZ)=R(g),S(2)=s(Z).a(2)=alZ), (4.81) 
变换 积分 变 元 ,= 六 于 (4.80) 中 ,有 
(#(v),v) 


°° — 1 , 
= ap m? + IRI a (Z) + n* Gp(Z) a (zZ) ZdZ, 
o . 
(4.82) 
Gg = s. P [(S(Z) - 1)? + RS (Z) +4F(Z)(S%(Z) — 1)] 
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+3 Re(Z) -1, 
其 中 Rr), SCO ME FAE 


2 
R -iR +A SPR+A(R -1)R=0, 
r ro 二 


-s+ Ès- (1- S)R2=0. (4.83) 
(489 r= a, 
-RJ (Z) ~ DR 2) + 3 [ (1- $$(2)) 


(RG) DIR 0. 

_ ED +72) -gS RY (Z) =0. (4.84) 

现 研究 RI MS Hno 8 为 固定 ) 的 渐 近 状态 ,我 们 首 
先 建立 如 下 的 关于 Ry 和 S5 的 一 致 有 界 估计 . 

引 理 4.8 位 场 B8(Z) = ESE 


1 1 
- AH} +H} =T}, (4.85) 
B e P E B 
其 中 Tj= SRR (1- SJ) +ECO- R”)SI ,ZZ0,E—Jbi 

Tš20, | Tš] =2x, (4.86) 

Vx n 
IA Sg 2 apf ,Hy = (1RR), (4.87) 

证 从 (4.84) 的 第 二 个 方程 有 
= 1 n 1 一 Qn n? 

- ZH = - Z| +S | = aC- SERY. (4.88) 


再 对 (4.88) 式 求 导 , 即 得 (4.8$), 因 R 和 S 是 增加 的 , 正 的 函数 ， 
70, 对 任何 0<< 4 <o ,可 得 


| SRSRS (1 - S})Zdzd0 


= Ry À Spdz + 22R" (d) (1 — Sp(d)), (4.89) 


因此 ,从 T3 的 定义 和 (4.89) 有 


| WZdz = | SZdz + 2=R1 n (d) Ss(d)) 


Zid IZiSd 
= 2zSh(d) + 2R% (d)(1 - SB(d)). (4.90) 
S 4 一 co , 且 注 意 到 S3(cd ) 一 1,d co ,可 得 (4.86). 
为 证 (4.87) 中 第 一 个 不 等 式 , 乘 (4.84) 以 地 99 ,再 在 ?上 积 
分 ,可 得 
2 
| Sy |3= zx| É S3’ + a- 5)SY RS (dZ 


< rS: 


-1 ; 1 0 
+27| — 1- d; = r51- S 
， zJ, # Ñ x )S} dz A DI 


T 
bd 


其 中 我 们 用 到 了 这 个 事实 ; S$ (Z)=0,Z=0,Z=oo. 

为 证 (4.87) 中 第 二 个 等 式 ,利用 RS), SOBER 

| [Ls] = a (1 - RY (4.91) 
RiLr 2 JR ' ; 

上 式 作 变 元 变换 Z = Br , 即 得 (4.87). 

现 研究 S}, R3 , 当 2 一 co 时 的 渐 近 形态 . 

引 理 4.9 ”存在 子 序列 n 使 得 S&% (2Z)->Sg(2Z)E C0,%%) 
介 C1(0,%),R(Z)-> Re(Z), 几乎 处 处 于 (0, œ). 进一步 ， 
0<S,<1,S;>0, R 


l 


<= 
È < ° (4.92) 
Ra(Z) =0, Z<Z., (4.93) 
Ra (Z) | 8-5 .— ,Z>Z， (4.94) 


其 中 Z BB 1-S(Z.)= Z. Ra B. 


证 固定 0. 
(a)S3 ECL eNO E RAR 


注意 从 (4.86),(4.85), - AH} + gH -RART L1(2t 2) 
CW 1?(.“),1 人 p<2, 由 标准 的 椭圆 型 理论 和 Sobolev I& A, 
H} = $S 在 WP(?)(1<<p<2) 中 一 至 有 界 .因此 ,存在 Sg， 
使 得 去 SE WHC 2), SB (Z)— S,(Z) FEIRAS A. 
(4.92) 从 (4.87) 推 出 ,对 任何 Z, < Z2, 

| S$(22) - Sy(Z0)|= [ff Tarada] 


< [ferae P [fea] (9 
BA Vr 2; - Z| Zi ma. 87)). 


< IH l; 万 <4 万 


因此 ,极限 函数 SeE C"[0,co) ,进一步 ,对 任何 0<Z< Z, 


. , Z, ， 
| S: (2Z2) = S} (Z,)| = 上 {xH} ] dz 


< |f? Ha + 2 LH lar 
< 
< z lH lz 站 £ yz . (4.96) 


E l Hg ll, ml Hill, 是 一 致 有 界 的 ,SeE CI(0,co) .进一步 , 因 
Sp 之 0, 存 在 惟一 Z、 ,使 得 1- Ss(Z、)=Z， 
(b)R8 当 n 一 co 时 的 渐 近 状态 . 
注意 到 0 委 R3<1, 现 证 RS 在 BV 空间 上 是 一 致 有 界 的 .为 
简单 计 , 设 Si Sg, n>. |] S55 之 0, 可 设 S,(Z)< 1,0<zZ<Z, 
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Sinf | Se(Z)=1|. 因 Ss(0)=0, 且 Sp 是 连续 的 , 故 有 Zo>0. 因 
此 ,0<Z .<Zo, 从 方程 (4.85) 可 知 
[Ry] (1- S4) - Rgs% = [RF (1 = S3) = [ZT;- ZH',). 
(4.97) 
由 引 理 4.8 可 知 , | T3 la AI H} l 是 关于 n 一 致 有 界 的 . 因 
此 ,(4.97) 右 端 作为 单 变 元 Z HES, 是 在 Lix(0,co) 上 一 致 有 界 
的 .对 任何 固定 的 Z< 2o, lim (1 = S4(Z)) = (1 = Sp(2))>C> 


0, 因 此 ,(1- SEZ) >E >0, n 充分 大 . 因 SE EE CH0, 2) 


一 臻 有 界 的 ,连同 (4.97) 推 出 RY ñ: Wie (0, ZO P-A R, n 
充分 大 .由 Helly 定理 ,存在 一 个 子 序 列 n, 使 得 

R8(Z) 一 Ra(Z) ,几乎 处 处 在 (0,Zo0). (4.98) 
进一步 RCZ) E BVe(0,Zo).(R3) 具有 正 测 度 , 取 & 上 -~co 的 弱 
极限 于 (4.84) 中 ,可 得 


Re(Z) [25(1- Se(Z))2+ R2 (2) -1|=0,0<Z<26. 


(4.99) 
(ec) 方程 的 证 明 . 
R;(Z) =0, ZSZ, 
Isy (4.100) 
R(Z)= J1- a-s ,Z>Z， 


为 了 建立 (4.100)， u (4.99), Ra 闫 0. 先 反 证 
Rp 尖 0,0 委 Z 委 2Zo ,分 两 种 情况 ;Zo< co 和 和 Z=. 
如 Zo< oo , 且 Re= 王 0,0 委 Z 委 2 , 则 (4.84) 具 有 形式 


] 


— Sat 

因此 
Se(Z)= CZ*,0< Z< Zo. (4.101) 
因 Se 是 连续 的 ,Se(0)=0,Ss(Zo) = 1,% 3 C20, WE S;(Z,) 
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=2C2Z0 天 0 , 另 一 方面 ,从 Zo 的 定义 , S511, Z2 Z, Se(2Z0)=0， 
这 和 (4.95) 矛 盾 . 因 从 (aj)SsEC E Z < eo F. 
如 Z0 = eo, Ra==0, 0<Z< mwm,n->% 在 (4.87) 的 第 一 个 等 式 


中 ,RS >R} JU Bi 8 Z, H Footon 引 理 有 

æ = |1- RYN3= |1- limR% 13 

< lim sup || 1 — A l| = lim sp2 ,Hy 2 
(4.102) 

这 导致 矛盾 .因此 推出 在 任何 情况 下 R0, ZSZ. 

现 利 用 (4.99) 证 明 (4.100), 从 (4.99) 和 Z, 的 定义 ,有 
R (Z)=0.Z<Z.,. Re 是 单调 增加 函数 且 在 [0, Zo] 不 恒 等 于 
零 ,能 设 对 某 Z, SZ, < Z, pozo Z<Z.. H. 


Re(Z) -Ji a-s - Z>Z, (4.103) 
HTH Z, =Z, ,从 (4.86) 得 
non= glio- so zas, (4.104) 
在 p (0<Z=<Z), o TIEA WES p. 这 是 因为 RYE 


BYVis(0,Z) 一 致 选取 2 < d< Za 使 得 lim RS8(d) 一 Re(d)， 
利用 (4.90) 对 d<Zo, n 一 co 得 


L. MXZdZ = lim J TIZdZ 
= lim[2xS8(d) - RE(d)(1 - Sš(a))] 


= 2rSe(d) -2rRs(d)(1- Se(d)). (4.105) 
另 一 方面 ,基于 假设 (4.103) ,如同 (4.90) 直 接 计 算得 


|, Tzaz = 2xSa(d) + 2R (Zs) - S,(Z, .)) 

-= 2xRe(d)(1 - Ss(d)), (4.106) 
比较 这 两 个 等 式 ,可 得 Re(Z，, )=0, 从 (4.103),1- Se(Z。,)= 
Z, ， ,因此 Zx. =Z, Z s tE. 对 Z 之 20, 由 Rg 的 单调 性 ， 
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Rps=1, 引 理 得 证 ， 

我 们 再 利用 (4.94) 去 估计 任何 收敛 子 序 列 ( S? ,Rs) 的 极限 
(Sg, Rg). 

5I 4.10 “存在 1<Zi<2Z 过,B>0,.Co>0, 使 得 对 任何 
(Rs, Sg) ,S35 一 Sa, 即 为 某 子 序 列 (Ss R; ) 的 极限 ， 


= Jal (Sp 1)? + RE+4Re( Ss 1)] +3R}-1<- Co, 


(4.107) 
对 一 切 B> Bo, Zi < Z< Z. 
证 $ s“ 一 SR >Re 几乎 处 处 成 立 . 注 意 到 引 理 4.9, 对 
(Ss, Ra) 是 正确 的 ， 选取 Z1=0,Zs=Z 于 (4.95) 中 .有 


D 
Sa(Z) ES ,EZ <. (4.108) 


注意 到 从 Z ,的 定义 有 2Z .和 1 .因此 从 (4.90) 有 
r= 3 ISZSa HIRA | MJ I RAER 


2 1- Sp)? (1- Sa) 
+ 


_3( l- a) < 


25, 2 
< 二 [1 2S 1 SI+1+ SLL 


Z Z Z 
3S3 6S 
本 Fi( Se- 1D) | -3 z ta = + i 
< Lasp- 2S3 + Pa Shaa Z t 45; 


-4 abae 


+ 4 .11 l-34 
Sas 2 一 ` 7 +a 


7 M a Z 4 izte 


= (2). 
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BANO) =, 11(1)= -oq, 且 
HZ = 4V2(Z-1)2+0O(Z-1), (4.109) 
因此 ,存在 1<Z1<Z<Z,<a,Co>0, 8B 充分 大 ,使 得 当 8> po 
时 ,17< - Co. 

基于 引 理 4.9,4.10 我 们 准备 证 明 线 性 化 MaxwelLHiggs F 
程 组 对 于 (及 ,3),n,8 充分 大 时 增长 模 的 存在 性 . 

定理 4.11 was ,Zi <z<Z,<x ,其 他 地 方 


a(Z)=0, H= S Wre Bo>0, no>0 使 得 


GEOR 中 = 


< 0, (4.110) 
n2>n.,82>B8,v = (zo, p) 如 在 (4.80) 中 . 
证 充分 证 明 p> po 且 为 固定 的 . 
lim (supt éh, aC), v) ) <0. (4.111) 
选取 适当 的 子 序列 , 设 Sp Sp, Rb— R, fE LL .( I 2 rh, B. 
lim (sup( £% p(y), v) ) = lim (E7 g0), v). 


) 
2 le + nOB(Z) 2 | ZdZ 


为 简单 计 , 仍 记 子 序列 为 . 
从 (2.82) 有 
lim én eO), v) < imf | Ea + aje? + GJ |2dz. 


(4.112) 
应 用 引 理 4.10 于 (Sg, Rs) 和 (2.82) 可 得 


C 
-<0. (4.113) 
X ISZ SZS, N G3 和 和 & 为 一 致 有 界 ,可 得 
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: `yh — Co -f Co ` 
mo [Bo ol- 


"Ü (= 3G t Ja 2 + GI |zaz 


Z 
< cJ; sin 元 z ZdZ < 0. 


因此 ,将 (4.114) 代 入 (4. 112), 即 得 (4.111). 

以 下 证 明 对 于 高 旋 (a ， 7), B> Bo, n=no 不 仅 线 性 不 稳定 性 ， 
WHER | x= lol maat lvl reca FERETE. H 
H u= (w, gp) EKI ARRE, P. w=A-a,p=$- 
7. 整 个 非 线性 Maxwell-Higgs 方程 组 (4.7) 一 (4.11) 作 为 vy 的 项 ， 
具有 形式 


alaw thw) 39098- W) = Í (go 9), 


(4.114) 


(4.115) 
de -Ly= Nv), 


其 中 工 的 线性 算 子 部 分 如 同 (4.16) , 非 线性 项 N(y ) 为 
(00, 0-9) = uy ph ay (90 W) a| gl? 

T iwah- i9, (0) wp 2a zea = mee? 

- IPO +29) + 22 71. 
1<k<2Z,1<;<2,3 l. KARNE ERER Maxwell-Higgs Jy 
程 组 局 部 适 定 性 定理 . 

引 理 4.12 < = vy(0) pest vw(0) l age, 
存在 T >0, 依 赖 于 vy, 使 得 存在 问题 (4.115) 具 初 值 "| -= 
v(0),v,|,=0=v,(0) 的 惟一 解 , 且 

la) eea t ua) | geo, (4.116) 


| E, 3+ | Dg ?G0) + l$l- 113() = const, 


(4.117) 
其 中 A=atw, $= nt 2.0 < T. 
证 明 的 概要 ,再 写 Maxwell-Higgs 方程 组 为 
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d (Iw tot) = pol), 
[9, ~ AJo 0 (diva) = pO), (4.118) 
[2,, _ A] = po (v), 
其 中 p= (Por b ps) po= Fap- np) + 7 (69, p- 999), 
(pip) = L (u) + N(v), L 为 线性 算 子 ， 


-= |77 0 EBT MA gut mn) 
0 - 1712 823 — M22 gyt mo 
ga tX gp >x 833 24i9j ~ Am Nl ; 
ga aX ggh X -—2a àN BA 
(4.119) 


人 在 (4.16) 中 .在 (4.118) 左 端的 线性 算 子 类 似 于 标准 的 波动 算 
子 ,方程 组 (4.11S) 的 初 值 问题 的 适 定性 能 用 标准 的 压缩 映像 定理 
证 明 . 只 需 验证 . 
I leE ile lG) |+ lu (z) E tilet yl) lg], 
PD- pet) ly SCl l+ pti v -n l|, 
(4.120) 
其 中 常数 C 依赖 于 alean + 站 了 ee 不 等 式 (4.120) 能 册 
plv) 的 定义 及 标准 的 Sobolev $A A Niremberg-Gagliardo 不 
等 式 得 到 . 
fF CH AI rR, 
MEAK IE Nf, 
等 式 (4.117) 来 自 标准 的 能 量 估计 . 
如 下 的 H? 模 增 长 率 估计 对 于 线性 结果 到 非 线性 动力 学 性 质 
是 至 关 重 要 的 . 
引 理 4.13。” 设 vy(7) 为 整个 MaxwelLHiggs 方程 组 (4.115) 的 
fg, H. 
Wae at I CE) sS cel |, (0) + E0 | ,] 
(4.122) 


(4.121) 
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XF OSST, A> 成 立 , 则 存在 常数 C. >0 使 得 如 果 
USup L lacs) l x+ vs) RISC, (4.123) 
则 对 OSISTA 
yD et l) l KCAT | y(0) | yr 
+ | vy,(0) r]. (4.124) 
其 中 常数 C 与 1 无 关 . 
证 证 明 的 主要 想法 由 上 vy l jy 估计 v2,(4.115) 对 空间 
变 元 求 导 一 次 ,9o， =9w, 得 


9, (2,3 ge + Ige) — PRA 7? 2, qI) 


1 =50 m7- 0 Wo Tp 99), (4.125) 


2 
Sv) -L(w)= L Ow) +IN v), 


这 里 L1(v) 为 
T [m h + Y m T Mhe Phe ar (7 0 tH, 
Salm ó mp) ~ word yl? -2i ap- iwy (4.126) 


iam 90 alèa ly ly 20 00) = 23,922, 
估计 (4.125) 右 端的 L? 模 . 因 aljlw+l 7 上 为 有 限 , 有 
13, am)| .+ l L, GO) ll; 


SCl yj p+ lu J. (4.127) 
由 (4.121) 得 


EUEN 


„SC lvli et lv n), 


(4.128) 
LANO) cy +t lv yy + v lla 
+i IE v iim Hv ln) 
=<C[l| vi <+ |, Clyl st lv ln), (4.129) 
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其 中 常数 C 依赖 于 | alle + |‖ 7 c. 现 用 能 量 方法 估计 
[ Y | H- F (4.125) 的 第 一 个 方程 两 边 以 (ol drwi + Ə, 3wa) 
-ECI - 190), FIAC. 128)4 

odivw 130) 


<Ci» roll le Mala 
+ yia + 直下 dz (4.130) 
乘 (4.125) 第 二 个 方程 以 gw ,得 


lam 2] - (Low),amw) 


0 
< Ea amg - 9) |> | am ade 
+ [ENLO Wa + MANCO) Ial aw lade 


=< C sup 
0<sS<T 


[lv 1 + lv yl low 2dr 
0 
+c| vl a I aw lar. (4.131) 
注意 到 
(= Lw), dw || curl) |3+ or | 
-4 Vag l -Chow l (4.132) 
KA (4.132), (4.130) fü (4.131), $ yG) = | v (z) He 
TROIR 
KOLCE lx+ vrel yart GSE 
0 0 
+ de + Cl 
+ CEHO) l 6 + |w(0) 1 m]. (4.133) 
这 里 我 们 已 用 到 了 
vl am Iode < [EC 1 lie + e low llar, 


(4.134) 
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选取 Co 如 同 在 (4.123) 中 和 充分 小 的 。 使 得 
sup vl xt wl? tel<s. 
由 (4.133) 和 (4.134) 得 
ya) <? | vodde + ALO (e + 1500) 131, 


(4.135) 
则 由 Gronwall 不 等 式 推出 引 理 . 
下 面 证 明 我 们 的 主要 结果 . 
定理 4.14 ” 设 (a ,7) 为 涡 旋 使 得 
(#(u).u <0, (4.136) 


对 某 个 a € H'(. 2), 则 存在 so>0,C>0, 对 任何 3>0, 存 在 
Maxwell-Higgs 方程 组 的 一 族 解 (1 ) ,使 得 Wi(0) 的 涡 旋 数 为 0, 
且 
| (0) | RAS, 
但 
Mp, | (r) || x2=e0, (4.137) 
于 是 我 们 说 (a , 7) 依 模 X 是 不 稳定 的 . 

证 由 定理 4.3, 存 在 线性 化 方程 组 (4.12),(4.13),(4.14) 
的 增长 模 voe, w 2 0, w EH?) 规范 化 vo, 使 得 
| vo || men = 1, 现 解 Maxwell-Higgs 方程 组 具有 一 族 初 值 y |,.。 
= ĝvo, v | =0 = 6wv0; 从 (4.52) 可 知 a + W 的 涡 旋 数 同 于 a KIR 
旋 数 .用 (ORTER H? # , TŠ 表示 最 大 的 H? 存在 区 间 ,无损 
于 一 般 性 , 设 Clln6| 委 34. 事实 上 ,我 们 断言 ;如 果 ClIn6|> T9， 
则 有 

SR | Pl) | y= eo, (4.138) 
因此 定理 (4.14) 得 证 . 

断言 的 证 明 . 如 果 此 断言 不 真 , 则 sup ， IA) | x<eo,iB 

PERSP (4. I7) A4. 11DE 2 PEHE | + ull 
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是 有 界 于 [0,Clin81]. 由 引 理 4.13 0A |l P p+ | v | r BE 
AFO, Cling] | 4 TŠš< C ilnó .这 和 TS 的 意义 矛盾 ， 
现在 TLC) Ind| ,相应 的 -一族 解 ww (1)=v(7) 能 写成 


VCE) = Svo fo G- r) t )dr, (4.139) 
其 中 表示 线性 化 MaxwelLHiggs FFH. 12), (4.13), (4.14) 
HRAT. O) = (Fp PNO] $ o <0<2o. 
T =sup| S; | vr) = droe” Ipit eCe) = aóvoe% Ila 
<h aeb, (4.140) 
OSKESs, b= jl voll p t ano 3E OSST, A 
lv(O Ma + h(a) Mas eT l vo llat | ewo la]. 


(4.141) 
令 
T =supis: lu | Set 0s, (4.142) 
选取 s 充分 小 和 应 用 引 理 4.13,2 =w 有 
Ivt) l SC la) i eS | vall + | volla] 
= Ce”， (4.143) 
其 中 0 委 : 上 委 min(CT,T) .由 线性 化 估计 (4.57) 和 (4.142) ,对 
0 过 :过 min(T,T*) 有 
lalt) = sevo pr + | y(t) — wen | 2 


<| dnf | Eiga g- 906 |> 3 | oly) 1 ]8 
t 3 . 
< cf eeo] Iyl) iieo laler) | H! 
+ |x(z)|]| 2 vy(r) ,Jdr 


1 3 1 i 
< C | de Pyle) do yr) il dr 


1 3 
< cl ei D ( Ee )( Ger Jdr 


< Cobe*). (4.144) 
BH, XF OSSM T, TA 


Ia) at lute) 600" — C eY, (4.145) 
其 中 常数 Ci 与 e,t 无 关 . 我 们 选取 了 “使 得 
BT “= (4.146) 


S 0<e<min ee ): 现 考虑 三 个 数 T, T T” 为 最 小 的 情 
al. 
(IOM T<min(T '.T**),DM 8 
| v(t) óe || p+ | (£) — Saoetypo l; 
<C Dbe PLC Sbe T) beT )= bse. (4.147) 


它 和 (4.140) 了 矛盾 . 
(ü yT**=min(T,T”),M48 


MATEO Mat Iv T* O >F CeT = eo 
(4.148) 
最 后 ,如 T Smin(T, T). WA 
J (z) | ye >e t< T * 
由 此 推 得 我 们 的 定理 
推论 4.15 A n> nos B> Po MCa ,7) 为 非 线性 不 稳定 的 . 
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BAA Ginzburg-Landau 模型 方程 


这 一 章 主要 讨论 Ginzburg-Landau 模型 方程 


ie = Au; tha -i u, l?) rE Q.: > 0, 
t E 
u(x,t) = g(r),r E IN,t > 0, (1) 
u (z,0) = uol r) rE 
的 定 态 方程 的 Dirichlet 边 值 问题 
1 2 
— Au, = u (1 -| u, 12), c O, 
| u „2u u r (H) 
ue = g,z EIN, 


当 s 一 0 时 wu 的 形态 ,此 时 d = deg(g,90)(g 的 Brouwer 度 或 
Winding 数 ,g 看 成 从 2Q 到 S! 的 一 个 映照 ) 起 着 十 分 重要 的 作用 ， 

34 d = 0 时 ,我 们 将 证 明 ¿ -> uo fk CO) 模 , 甚至 依 
CACO) H, V k, uo 为 一 个 调和 映照 

当 4 关 0 时 ,情况 比较 复杂 ,因此 时 | | V a |? 一 + ,此 时 仅 
能 存在 一 个 子 序 列 u EA - S 的 紧 集 上 一 致 收敛 ,于 此 奇 性 集 S 
精确 地 由 O 内 14 1 点 组 成 .为 了 进一步 讨论 u 的 形态 ,类 似 于 调 
和 映照 的 热流 方程 , 即 研 究 问 题 ( 工 ) 的 解 u(x ,1), 当 +t- oo 时 
以 及 s 一 0 时 的 形态 . 这 一 章 的 主要 内 容 可 参见 文献 [1] 以 及 
[2—6] 等 . 


91 deg(g,90) = 0 的 情形 


现 设 
deg(g ,00) = 0， (1.1) 
由 此 我 们 可 作 g 的 光滑 延 拓 :人 2 — Sl. jn 
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HL(0; S!) = lu € HI(Q;S'):u = g, ÆN El, 
考虑 极 小 化 问题 
min | | Vu |. (1.2) 


uE HL(N;S!) 
ikuy 为 (1.2) 的 极 小 元 , 由 [7] 中 C.Marrey 的 二 典 结果 , 可知 
u (=) 为 光滑 的 且 满 足 
(Auo = uo l| Yul’, LER, 
Si ul= 1, TEQ, (1.3) 
yg, v EIA, 
且 uo 为 问题 (1.2) 的 惟一 解 ,我 们 有 如 下 结果 ， 
定理 1.1 当 e 一 0 时 ,我 们 有 


ue > uo, E C(O) A, Yo <1, (1.4) 

| Au | a) < CE, (1.5) 

| ue — uo 上 co < Ce7. (1.6) 
对 于 每 个 紧 子 集 KCA, MENEK k, 

| ue — uol Ag) <S Cka, (1.7) 

[= = [Vuo]? y S Ca? (1.8) 


定理 1.1 的 证 明和 需要 几 个 命题 . 

命题 1.2 e -0 时 , 则 有 

u, > uo, fE H! 中 强 收敛 . 

证 因 uo E HACO; S!) , RITE 

二 | ， Ç u, 1? -gafo u, 1? — 1} <] | Vuol, (1.9) 
因此 ,wu EH! 中 有 界 .于 是 

ue, `u 在 H! PA. 
由 {1.9) 和 下 半 连 续 人 性 可 得 


iva <| ya |2. (1.10) 
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另 一 方面 ,由 (1.9) 有 
fa u -IPK Ce’, 
故 | u1= 1. RH u € HLR; S1). Æ F(1.10),u 为 (1.2) 的 极 小 
JG, B u = uo, A 
| | Vu e<] | Vuo l? 
推出 u, -> u 在 Hi PIRS, H uo 的 惟一 性 ,u 的 一 切 序 列 均 收 


N. 
命题 1.3 lu I< l1,z ERN. 


证 ”我 们 有 
LAI u = ue Aue tl Vu 2 
= il w (la D+ Vu |? 
>h iu (I a 2—1). 
A v=] u 1 —- 1 W E 
-Av + a(r)v < 0, IER, 
G = 0, rE, 
Ep alz) = Z 2 | u, 12 > 0, 由 极 大 值 原理 推 得 v <0, r € 0, 命 
题 得 证 . 
命题 1.4 Bau 为 
minE, (u) (1.11) 
“EH, 
的 极 小 元 ,其 中 
1 
E(u) = 3| 1 Vu + | (1) (1.12) 
则 
| Qu, < 
aal ðn| ` 
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其 中 常数 C 仅 依赖 于 g 和 0Q,n AIN 的 单位 外 法 向 向 量 . 
证 508 单位 外 法 向 量 n PR N 的 光滑 向 量 场 ”V = (wi， 


v) Æ) 第 一 式 以 V .Yu = vi + Vi ,为 简单 计 , 忽 
略 = ,注意 到 左 端 有 
| auty .Vu) = | 


Qu 


dn 


2 2 
- | Su (V - Vu),, 
有 = ' 


因 | 1 Vu P RRAR e -> 0, 我 们 有 


f u (Vius + Vaus, Ja; = [us (Viu, + Vung) + OQ) 


= F| VO w D). + VC a, 12), + O(1) 
= 1 C)+ O(1). 
因此 
fauc. Vu) = |, | 条 上 - bl, | Vu 12 + OC). 
另 一 方面 , 右 端 为 


二 | ull -l u ia) = Al, a-u BYVA u 15, 


= fa -I u °YdivV = O(1) 由 (1.9))， 


由 此 推出 
2 1 1 

fallan] = 217) 2105 
其 中 S 表示 切 向 导数 , 因 3% = E FEMELA 成 立 . 

为 了 证 明定 理 1.1 ,我们 分 二 部 分 证 明 :A. 内 估计 ,B. 边界 估 
if. 

A. 内 估计 
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2 


ju 


an 


Ju!? 


ðr 


)= o), 


step A.l | Yu IS M ,在 任意 闭 子 集 KERE. 
证 “我们 先 证 一 个 断言 
断言 : 设 u 满足 
-Au = f,rE 0 C R", 
则 有 
| Vula) PSECU FI” l u || LQ 


+ ee | 12 woy)， 
rEN, (1.13) 
其 中 C 为 常数 仅 依赖 于 六. 
证 ”为 简单 计 , 设 0€ 0Q, 令 4d = dist(0,90) ,证 (1.13) 在 
x = 0 上 成 立 . 设 0 < À < d 为 一 待定 常数 .函数 
uly) = u(Ày) 
定义 在 球 B(0,1) = B, 上 ,满足 
—Au(y) = A f(y), in Bi. (1.14) 
从 标准 的 椭圆 型 方程 估计 在 B, 上 有 
I V>(0) I< CA? || fy) || L”) + lol io) 
其 中 C 仅 依 赖 于 NN ,特别 有 
À IVau) I< C(à2 || f | eat | ul L"): (1.15) 
现 分 两 种 情况 : 


1 
o ley 
(D (TAE) <<. 


此 时 利用 (1.15), 取 


即 得 
l 1 


IVa(0) I<2C | FI lu 12, 
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因此 在 r=0(1.13) 成 立 ; 


1 
ao pE] >d. 
此 时 利用 (1.1$), =d, 
| Yu(0) |! 过 


u 


| 
1 
<C lfl. heki + huli], 
此 时 (1.13) 也 成 立 . 


由 此 断言 及 命 题 (1.3) 1 u | 过 1 代入 /, 即 得 1 Vu E. 
step A.2 | u, 1 一 1, 在 任 一 ZTE KEA l. St. 
证 ”由 (1.9) 及 -> uo fE H! 中 可 知 


I | 2 1 2 
K k 2 — 1) — 0, . (1.16) 


1 
Ta 


S ro€ K.a =} u(xro)1, 由 step 1 有 
| u(xX) IS e + €o, lx- qo 1< o < d = dist(K,3N), 


因此 
l-luj(2)121- a —- S. B(rop) E, 
A a fp) ,Ria. 
€ 
W 
(1 -| u(x) PRERA] u (z) DÈ, 
由 (1.16) 得 
2 — 2x2 ~. 2 C 2 
e°O(1) = | (1—1 u | ?> (1 -a- @) . 
Bip) E 
选取 


=D <a (e 充分 小 )， 
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于 是 有 


ell-a) (1 — a) 


l 
4C 4 


s2O(1) > x 
因此 
(Q-a < O(1). 
即 1 u, 1> 1 在 0 的 紧 子 集 上 一 致 成 立 . 
step A.3 今 
A, = s: | Vu, 12, 
则 有 


— AA, + >= | Du P S AC. r€ Q, (1.17) 


ki 1 q N 
üE 忽略 e， A, = 22 Nhi, 
JA, = >) Du ut, 
V AY aa NI NI aa 
I (IA) = > ` U jat ja + 5 Sus uji 
=| Dul? + S Ds),. 


id — 
即 有 
AA =| Du 2 + X u, Alu). (1.18) 
i : 
再 利用 Euler 方程 ( 工 ) 可 得 
2 2 
Au, = u, „Uul D o Zulut), 
t E E€ H 
IRA (1.18) 得 
AA =| D'u 2 +i Vu p Uui + (u ` Vuy. 
E E 
于 是 
VASI Dul? -| Vul LAL, 


因 1 Au <2 Dul, g 
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2 2 
-AA +I Du PLAVA al L pey 2 4 AS 
| ul 2 l ul 
step A.4 
fu. Æ Hi PHR, (1.19) 
Vul fE Lo 中 有 界 ， (1.20) 
证 ”给 定 6 > 0( 待 定 ), 选 取 其 充分 小 使 得 
| Yul? <8, YmE N,Ve (1.21) 
Blr R) 


(这 里 积分 理解 为 在 2 N B(xo,R) 上 ), 这 是 由 于 命题 1.2,u。 一 
uo 在 H'( Q) 中 强 收 敛 . 
EES ro € Q, d = dist(zo,02).5(zr) 为 光滑 函数 ,其 支 
集 在 B(zo,r) 中 ,r = min(d/2, R), 14E B(zo,r/2) P € = 
1. 乘 (1.17) 以 己 得 
1 > 2 2 
ze | De 2 <a) ra BA: + | (ASA. (1.22) 
因 u — 1 # Q 的 紧 子 集 上 一 致 成 立 ,我 们 有 ,对 e 充分 小 ， 
| u, [> 六 在 B(xo,r) th. (1.23) 
因此 我 们 有 
| | D'u PC | Vus! + Clu #EH! 中 有 界 )， 
因 WEO) L2(OQ),WJ 


| |] <cf I Vei+ti gl. Yg E WEA). 
(1.24) 
在 (1.24) P, E p= Ç| Vu 1?, 可 得 
fe | Vus “<c[| e: Vu l| Du 2 + C. ' 
于 此 我 们 多 次 用 到 we 在 H' 中 的 有 界 性 . 由 Cauchy-Schwartz 不 等 
式 和 (1.21) 得 
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| | Vu, | < of e I D2u, 12 + C. 
如 选取 》 充分 小 ,使 吸收 | C Vu 1 于 (1.24) 左 端 , 即 得 
2 2 2 < ` 
fe Dus < (`. 
于 是 证 明了 (1.19). 
从 (1.19) 和 Sobolev 82 A BÍ ML Vu, 在 LL(Q) FER, 
Vq < %, 再 回 到 (1.17) 有 
~- AA, < f., 
Rh £ EL (Q) 中 有 界 , Yo < co ,这 就 由 标准 的 椭圆 型 方程 理 
论 推 出 (A,) ELER) 中 有 界 . 
step A.5 我 们 有 
40 -iu DELE PER, (1.25) 
Au ELE PHR. (1.26) 
证 ”如 (1.25) 成 立 , 则 
lA | ull -tu 1 )/e 1 > < C, 
即 (1.26) 成 立 .为 证 (1.25) 成 立 ,需要 如 下 引 理 . 
引 理 1.5 wlr) 为 
- Aw + w= 0,x € B(0,R), 
w= 1,>z € ƏB(0,R) 
的 解 , 则 对 e < ŠR, # 
wlr) < eh” R , € B(0,R). 


证 ”容易 计算 函数 aq H Hf. 
现 证 (1.25), 我 们 有 
Alu, 2 = V(V lu, 12) = V(V (u, ` ue)) 
=2(V(u,Vuj))= 2uAu +2 | Vu l? 
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= Siu (la 122 1) 421 Vu,l2. 


DA ue | = 5 la (la lo) + Va 2. (1.27) 


F K 0 的 一 个 紧 子 集 ,d = dist(K,20). Ër zo = 0C K,xH e 
充分 小 ,我 们 有 
z _ d 
| we > +C p[6,$ ). 
于 是 由 step A.4 和 (1.27) 有 
2 1 2 ` d 
Alu PHA u DKC, + € B[0, 2). 
置 p=1-1w12， 可 得 
2 2 . d 
-eAeg+e<eC, +€ p[o.2). 
应 用 引 理 1.4 和 最 大 值 原理 可 得 


@ < g 2C + esa [i PE), 


特别 有 
8(0) < C+ 1 £. 
这 就 证 明了 (1.25). 
B. 边界 估计 
step B.1 i8 u. (I) 的 解 , 则 
| Vu, <, +€ n, (1.28) 


其 中 C 仅 依赖 于 g AR. 
证 iE u = u + w, IEP o 为 定 解 问题 
1 2 
Aw = u (ll u, i=), r€ 0, 
u, = 0 + € 0 
的 解 . w 为 定 解 问 题 
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|- Aw = 0, + € Q, 
lw = z, + EIA, 

我 们 需要 如 下 引 理 进 行 估计 . 

BR 1.6 u 满足 


一 Au = 1, (€ cC 2 N (1.29) 
u = Ü, +€ 00. 
其 中 n 为 光滑 有 界 区 域 , 则 有 
| Vu Ji vo SEIS llu ll”, 1.30) 
其 中 C 仅 依 赖 于 0. 
证 ”从 椭圆 型 方程 理论 ， 
[ullina SELFI Lm. (1.31) 
另 一 方面 ,如 为 0 中 的 紧 子 集 , 则 由 (1.13) 联合 (1.31) 得 
l V u llre Cg fli llalli. (1.32) 


因此 仅 需 估计 V u 在 靠近 边界 上 的 界 . 在 靠近 边界 点 zo 的 局 部 从 
标 变换 之 后 ,方程 (1.29) 变 为 
民有 
; z € Brf {zxs, = 01, 


u = 0、 . 
(1.33) 
其 中 aj (x) 为 光滑 的 ,具有 一 致 椭圆 型 系数 (它们 仅 依 赖 于 an) 
和 R 能 取 定 ,与 ro AR. 
A . 


v(y) = uly + £). Æ BI Ñ, 

其 中 0< A< R 待定 2 EHE Bro N 1 Y, = 01 中 的 任意 点 .函数 

v 满足 | 
-D (aways D SEO) = Xy+ Ey € Bi, 


v= 0, yE B iY (Y.s = 0). 
标准 的 椭圆 型 方程 在 BY 中 的 估计 推出 
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| Vo ll L™ (BO) =< C(A | f(Av + ë) LBS + o| LO), 
(1.34) 

HP CRR Fa, (hv + 8) 的 椭圆 型 常数 和 | a; (Ay + £) | COB.) 

HA REE a ME ERASE, e< ERNA 


AQV tiree o S COG fli + ie dlo). 


(1.35) 
我 们 分 两 种 情况 讨论 . 
o [lal PLR 
CiD eifi = 2: 


ale 
应 用 (1.35),4 = [T] 8 


上 


I 
1⁄4 x 
| Vu il r*a) SCIi” u lt”. 


因 是 任意 的 , | e< Ë ,推出 


IVa(z) | < CI fl Ll u| Lm» VrE€E(r ,rN), 
| = << < . 
u 回 到 2 上 ,我 们 已 经 证 明 


1 1 
2 2 
| Vu(mx) |< cI Zl 1l u liio» VE Q.dist(z,20) < k. 


其 中 是 某 个 大 的 常数 , 它 仅 依赖 于 0., 另 一 方面 ,如 dist( = ,902) 
> 全, 则 由 (1.13) 推 得 


? |K? 
| Vul PC Ani + | 


= C(1 + k?) | fi L”) la | LM. 
因此 两 种 情形 (1.30) 均 成 立 . 
o fhul? R 
(ü) IYA | < 2: 


| 2 
| el L” (Q) 
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此 时 应 用 (1.35), = ÉE = 04í 
| Vul 1” (Bka) < C[R RIFI (p+ 站 Uul Lm) 
1 
< kutina k lelia) 


1 4 
< CIEI =m. luru. 
u HAN 得 


i 
| Vulle) < CFE m liu lno, 
Hp AI 的 某 个 固定 的 邻 域 ,这 就 完成 了 引 理 的 证 明 ,因为 我 
们 已 有 肉 估计 (1.32). 
由 引 理 1.6 和 命题 1.3, | u, DILA 


[Va lre <E lal SEC udt le) < S, 


因此 


EE AA 


由 此 得 (1.28). 

step B.2 | u, i >1,%# Q FE--3⁄. 

证 “如同 step A .2 所 证 , 取 zo € 0 及 利用 

meas( (2 N B(xo,p)) Z= Co’ 

即 可 . 其 中 常数 C 仅 依 赖 于 208 MERTE. 

step B.3 u, 在 H*(Q) 中 有 界 . 

证 RITE step A.4 PER ui 在 Hí (Q) 中 有 界 .因此 我 们 
仅 需 在 靠近 边界 上 建立 H 估计 , 令 ro € 90 ,为 方便 计 , 忽 略 e. 

先 设 靠近 ze 处 为 平坦 的 , 即 

N N Brod)= illri z), z: >0} N Blraod),d > 0, 
S ¿ HARAAM RELEE Bloor) 中 , = min(q ,RR), 使 
得 在 B(zo.r22) 上 ,5 = 1, 乘 (1,17) 以 C, EE Q 上 积分 得 
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2 


L eiu peaj, a + f eaa, (1.36) 


H step B.2, | u, > 1 Æ 有 上 一致 收敛 旦 对 es 充分 小 ， 


| ue >44, En E. 


(1.37) 
由 (1.36),(1.37) 可 得 


Lf e 1 Du 2 < 4| £ 1 Vull- Í e 2A 
2 ` e fr 


, f : 
+ | ka a | ACA. (1.38) 
lr - 0] T2 0 


(1.38) 右 端 最 后 两 个 积分 由 命题 1.4 和 (1.9) 知 是 有 界 的 ， 
我 们 断言 


| p24 BARM. 


(1.39) 
fra -0) 
事实 上 ,我们 有 
9 _ 1 2 > 
In^ T 2 537 | Vul = (nr Ura, t Ur r r) 


= (Urre, T Ur, t Urr): 


这 是 因为 在 020 E,Au = ul 4 2 -1) = 0. 因 此 


20A _ | 2 
| ç dx2 一 5 (g. Uru, T Ër 
[r= 07 


u.) 


£ Ta 2 
Ty -0} 


Ta” 


三 一 2 | ur (E Ber, + Ebr gr,)- 


由 命题 1.4 可 知 , 上 面 等 式 右 端 是 有 界 的 ， 
于 是 我 们 已 证 
Lf ei Du Ps 让 ë Vu t C. 
和 step A.4 相同 的 方法 可 证 


| e. Dusi cC. 
a 
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对 于 一 般 情况 , 即 OQ 在 靠近 .ro 不 是 平坦 的 ,我 们 引入 局 部 坐 
标 , 把 边界 拉 直 ,在 新 坐标 下 晴 数 x 变 为 元, 定义 在 
U = {rr >20 B(0,d) 
上 ARER E, rr) = (rire hlr, AP A RRJ 
90 ,方程 J| 变 为 


La = Lill -lu li, xE U, 
3 (1.40) 


=g, rElr=0] NU. 


i 2 .9 
其 中 L < Jy ti zH 
1,)= 1 J J 
aji = lap = as = h,a 三 芋 十 h2. 
再 令 
A= y 1 Vu = (Cy, 


大 二 


其 中 六 表示 在 新 坐标 (zi,zra ) 中 的 梯度 ,我 们 进行 如 同 step A.3 的 
计算 ,不 同 的 是 对 算 子 工 ,为 简单 计 , 忽 略 求 和 号 ,并 写 u 代替 元. 
LA = aguaruna t ta, 了 Cun) (1.41) 
(1.40) 第 一 个 方程 对 >, 微分 可 得 
一 L(u,) = (di lr ) Xj + hu, -| u 人) 一 Sulu uz), 
(1.42) 
代入 {1.41) 得 


LA 之 a | Du Pt) 


-C| Vul Vul+iD"u |). (1.43) 
其 中 a 表示 椭圆 型 常数 ,C KRF | a; | 2 TE 


LAS $ I Du Pth VuU u ?-1)-C! Vu l 


>$ | Dup- YuE -CI Yu l 
2 lu! 
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LaeRCOD2 al Vul), (1.44) 


我 们 有 
-LA+51IDure 二 | Vu PO Da Itl Vu +C] Vul 
-e Dul +C Va li+]Í C, 
其 中 用 到 了 step B.2 和 Young 不 等 式 . 这 样 我 们 有 
-LA r ID! 128 C IS u +C. (1.45) 


+Ë 
z ES | Du 1 < che Vu 4 +| eLA. (1.46) 
最 后 我 们 断言 


fera < c. (1.47) 
事实 上 ,我们 有 
[eLA = jaaa | (E) anA + | (an) A 
U x, = 0; [z,= 0. 


- | er | (tA. 1.48) 


Er 250] [r0 


在 (1.48) 站 的 所 有 积分 除了 | ast, 外 ,由 于 “在 


au 


HNO) 中 有 界 和 命题 1.4, 因 此 它 : 们 均 为 有 办 
记 
Arı = Ur Ura, 十 Ur ra 
# zx, = 0 上 ,由 (1.40),Lu = 0, 因 此 
(anur, ) = (anu). 7 (aru, a, 一 (az Ur )z ， 
利用 ws aaa = Eh a, 和 简单 计算 ,对 zi 的 几 项 分 部 积分 和 
命题 1.4, 可 知 积分 | ax CA). 是 有 界 的 .这 就 完成 了 (1.47) 
[z,= 0; 
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的 证 明 . 
最 后 回 到 (1.46) ,利用 (1.47)》 有 

aj £ | Du pach e l Vault + (C. Hl] step A.4 所 证 ,可 得 
U “U 


| C o| Du 

tr 

step B.4 ”定理 1.1 中 (1.5), 上 Au liaa < C. 
证 ”由 step B.2, 设 


| ue EER EN. 


S ¿= SC -1 ue 12). 4 step A.S 所 证 ， 


— 2e? Agd+ < Vu ER. (1.49) 
H step B. 3 #ll Sobolev RA EMTA i V us! Æ Lio PAR, Yr < 
co . 乘 (1.49) 以 y AEI 上 y = 0. 有 


q 一 | 2 1g-1 
[v <a | Vu T, 


BI |l <4l V u li <C, 

基于 ( 工 ) 推出 

laz msc Vq < e. 
特别 地 ,选取 ç > 2, 有 
[Vado sC, ` (1.50) 
回 到 (1.49) ,利用 极 大 值 原则 得 
a <4 | Vu, |> =< C. 

由 于 一 Au, = uy , 即 得 (1.5). 

step B.5 (1.6) 的 证 明 , | us- uo dvoy < C. 


证 因 | 4 >G E 0,e 充分 小 ,可 写 


Us = pet, O, = | uel. (1.51) 
方程 ( H ) 变 为 
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p: À @, + 2Apepe =0 (比较 虚 部 ) ， (1.52) 


即 
div( o; V pe) = 0 (1.53) 
和 
-Ap t D | V e, 2 = Je - 02) (比较 实 部 ). 
(1.54) 
由 step B.4 可 知 
jo 一 工 | ceo < Cs. (1.55) 
再 写 (1.53) 为 
- Alp: — go) = div -Dvg).rEn, I 
(1.56) 
Pe Pa 一 0,z € IQ, 


其 中 Ap = 0, 由 椭圆 型 方程 估计 和 (1.55),(1.50) 得 
Je -pos 和 Co-TDYa lirs. 1.57) 
由 (1.55) 和 (1.57) 即 得 (1.6). 
step B.6 对 每 个 有 ,有 
[Ve le < C, (1.58) 


1-o  _ 
| =E le < C. (1.59) 
e7 l 


证 ”用 妇 纳 法 证 明 . 当 有 = 0 时 ,这 些 估 计 已 经 建立 (甚至 在 
2 上 是 整体 的 ) 见 (1.30) 和 (1.55). 设 成 立 证 明 k +1 也 成 立 . 置 


X. = U = pe) = u l. (1.60) 
写 (1.56) 为 
— Ap: =— pe | V e, |? + Pel + pe) Xe. (1.61) 
(1.61) 的 右 端 由 (1.58),(1.59) 在 C. 中 保持 有 界 ,于 是 
lo | wt SC, Vo <, (1.62) 
特别 
| Ve l e < C. (1.63) 
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由 (1.52) 有 


-Ag -2 ear € n. (1.64) 
从 (1.58),(1.63),(1.64) 
| pe we `. V o < eo. (1.65) 
由 Sobolev 能 人 定理 推出 
| Ve a < C. (1.66) 
因此 ,(1.58) J £ + LES. DA X, 的 定义 和 (1.61) 有 
EAX, = - e. | Ve 7 + o, (1 + o, ) X,. (1.67) 


由 (1.13) 应 用 于 DX, 得 
I D+! X, |l L” (0) <ç C || D*X. || L” l DX.: || L (0) 
+ DAX, Las (1.68) 
Hh yc Q ,Q CQ. 基于 (1.59)， 
| DX, | rra sç C. 
利用 (1.67),(1.58),(1.59) 得 
I DAX, i“ 0 < < Cret. 


H (1.68) 推 之 得 

e ll DUX ss C, 
即 

| Xen < C. (1.69) 
再 写 (1.67) 为 


— elAX. +2X, = 3e° X? - tX? + o i Vo 2 = Rc. (1.70) 
注意 到 
3e2X2 — e4X3 = X2(03e2 + pe — 1), 


| Ve lan < C, 


CX. Xla < C 
ke 
可 得 
| R ec s C. (1.71) 
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(1.70) 对 x 微分 & + 1 次 ,得 
— ACD X.) + 2D IX = IR EN. (1.72) 
男 一 方面 ， 


| DE*1 x. | LORS << (由 (1.69))， 


应 用 引 理 1.5 得 
` 4 
IDX |a S C+ t É. 
Je d = dist(2 ,00 ) ,推出 
| X. t a < C, (1.73) 


即 (1.59) X} £ + 1 SL. 
step B.7 ”估计 (1.7) 和 (1.8) 的 证 明 . 
IN Agpo = 0, 从 (1,64) 有 


Vp 
~ Alpe ~ po) = 2 "Ñ Veeren. 


E 


因此 ,从 (1.57),(1.58) 和 (1.59) 有 
lge- pol et < CE， (1.74) 
于 是 
Ue — U0 = pe — ug = (pe — 1)e% + Pe 一 eq 
满足 
| ue = uol e < Œ (由 (1.59) 和 (1.74))， 
这 就 完成 了 (1.7) 的 证 明 . 现 转向 (1.8) 的 证 明 , 回 到 (1.70)， 
写 


1 l 
> 5 | Vuol?) 


=] Ve, l-l V gol? + S, (1.75) 


-= e A(X. — > | Vuol?) + z( X, - 
其 中 S. = 3e2X1- eX? + (o, DIV 2 + FeAl V uo 12). 


因 uo = e, | Vuol=| Ve l.H(1.58),(1.59) 和 (1.74) 
有 
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1S lo <, 


| | Ve, 2 =! Vgl? || a < G. 


再 应 用 引 理 1.4 于 w = D(X。 - 1 1 Vua |), 可 得 


[X31 Vu lla sl c(i + he #]. 
由 此 完成 (1.8) 的 证 明 . 
以 下 考虑 问题 
minE, ( u). (1. 
ut H, 


其 中 


、 = 地 | 2, 上. 2 112 
E(u) = 2 ol Vul agaf O u 1), (1. 
H; = ju € H(A); );u =g, rEan). (1. 


BARRE g 依赖 于 s ,对 应 (1.76) 的 Euler 方 程 为 
f- Au = bal =] u 12), >€ n, 


(1 
l u = ge, TEIR. 
对 g. 作 如 下 假设 
l gelia < 1. (1 
| gp, < C, (1 
jd 人 Da < G2, (1 
日 设 
ge > g 在 0Q 上 一 致 收敛 ， (1 
由 (1.82) 知 , 1 g 1= 1, 因 此 deg(g .90Q) 有 定义 , 设 
deg(g ,00) = 0. (1 
写 


g = er,r EDN, 


其 中 wo 为 某 调 和 函数 . 令 


.79) 


.80) 
.81) 


.82) 


.83) 


.84) 


` 515 ` 


uo = efor ER. 
主要 结果 如 下 : 
定理 1.7 ”在 假设 (1.80) 一 (1.84) 下 .我 们 有 
us > uo 在 Hi(Q) 中 强 收 伍 ; 
us > uo 在 9 中 一 致 收敛 ; 
ue ~ uo fE CU OO) PA. V k; 


2 
lal Vua PE CL CQ KA, Yk. 
z2 


WER : 
step 1 ”我们 有 
ue > ua Æ HO) 中 强 收敛 . 
1f 3 ` 
| Q ue 7- 1) ->0. 
证 ”我 们 特殊 选取 和 u, 比较 的 函数 具有 形式 
Ve = qe”, 
其 中 六 为 如 下 问题 的 解 
-PAte ren, 
Me 5) Be l> + € 00 
和 y 为 如 下 问题 的 解 
A = 0, z€ O, 
d = Q, TENI, 
其 中 站:90 -及 ,定义 为 
eE = ge/ | Bels 


(1 
(1 


.85) 
.86) 
.87) 


.88) 


.89) 
.90) 


.91) 


.92) 


.93) 


这 是 可 能 的 , 因 deg( g. ,2()) = 0, 基 于 (1.83), 我 们 能 选取 p. 使 得 


pe 一 po ÆN 上 一 致 收 伍 ,我们 断言 : 
| | Vy 1 < C,, 
1 _ 2 < ` 
ARE 1) SG. 


(1.94) (1.95) 的 证 明 : 注 意 到 2 为 问题 
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(1. 
(1. 


94) 


95) 


[oiva Af -PAHE (1.96) 


的 极 小 . 我 们 在 局 部 坐标 下 EEE RRON 

Plr) = (| gr) 1— 1)7y(z>) + 1, 
设 靠近 边界 点 Q = irera: > 0i. y) 为 光滑 函数 ,靠近 0 
具有 小 的 支 集 , 且 y(0) = 1 注意 到 由 (1.81),(1.82) 有 


二 12 f > _ 2 < ` 
j iv + 上 | i- D: < C. (1.97) 
因此 | 
| | Vp 时 二 | (h -1) < C. (1.98) 
其 次 , 乘 (1.92) 以 了， (大 - 1) ,如同 命题 1.4 可 得 
| | <C. (1.99) 
dn 


以 上 用 到 了 (1.98),(1.81) 和 (1.,82). 最 后 乘 (1.92) 以 (w 一 了 分 
部 积分 得 


2 2 0 Ikl 

€ | | Vn | DRE 1) < e | Jı l-1] 
d 

<el, Migi- tle, <. 
on Lm (3) 
这 就 证 明了 (1.94) 和 (1.95). 

我 们 断言 

1 l | 

Z) Yu + Ol, (l ul — 1° <H Va 2 + G. 


(1.100) 
事实 上 ,由 (1.76) 知 u, HRIDI, EER u, 由 (1.91) 所 定义 ， 
且 由 (1.95) 注意 到 


. 517 > 


a 


< (Ce +], | Vó l. < 1, 
这 就 证 明了 (1.100). 

最 后 ,我 们 证 明 g — po 在 HD 中 强 收敛 ,事实 上 ,9 在 
H!(0Q) 中 有 界 (1.81) , 且 -> gn 在 909 上 一 致 收敛 推出 m -> po 
在 Hi“(00Q) 中 强 收 化 ,由 (1.93) 推出 yj. 一 po Œ HIA) 中 强 收 

从 (1.100) ETH, | us| E H! PERAI, ue ->u Æ H! PS 
收敛 . 

由 (1.100) 和 下 半 连 续 法 知 


| | Vu <f | V go l? = | I Vuol’. (1.101) 
另 一 方面 ， 
| (lu, 12 — 12 < Ce”, 
n 
因此 ,| u l= 1,a.e., u € HL(0,S'), W&F (1.101),u 为 (1.2) 
的 极 小 元 , 即 u = uo, us -> uo Œ H! PIRS K 
Taf | V ue :<| | V uo l? 


和 uo 的 惟一 性 , 回 到 (1.100) 和 利用 w -> uo Æ H! FRR 
性 .可 得 (1.90). 

step 2 (1.80) 的 证 明 . 

由 step A.1 和 A.2 可 证 . 

| ue |— 1 在 0 的 任何 紧 子 集 上 一致 收 敏 . 现 证 


| u |> 1 在 上 一 致 收 化 . (1.102) 
车 不 然 , 则 存在 序列 s, -> 0,a, € ,使 得 l 
| ue (a,) IS 1-8.8 > 0. (1.103) 


ita, 一 a,a € IN, H u, = sody = dist(a 20). 
我 们 断言 


— = 0. (1.104) 
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证 Sr, < d, 为 待定 正 数 序列 ,由 (1.13) 可 知 
l 


l 
ar 
| Vu | <c l diseron) z E 02, 
其 中 (为 某 绝对 常数 ,特别 有 
l l ` . 
| V u(x) < cle + d, 1 ,Vr e€ Bla,,r,). 


因此 
oa 1 I 
| u lr) u la) iX Cr la F 了 | ,Vre B(a,,r,). 


推 之 , | ulr) I<! ulan) i+ cn| : + +] Vz € B(a,,r,). 
因此 


1- lu,(z)|> ë - Cr, + Z Ya € B(a,.r,). 
选取 r, 使 得 
Tl 1 Ò 
ó 一 ( "t| = 2? 
因此 
(1 lu, > S, r € B(a,,r,). 
于 是 有 
2 8 
| (一 | u, 1 六 之 本 mr 
o, (1.105) 
En 
In 1 Ya Š n à 
d, S 2'e Sac S4C 
例如 可 取 
r = min de dd ed 
"nD, 4040 | 


由 (1.105) 推出 (1.104). 
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现 用 blow-up 原理 证 明 (1.102) , 令 
oly) = aldy ta) x€ G,= A - an). 
通过 旋转 , 设 
(人 > G= (— 1, + °°) > 
v, 满足 
w (e) Q lu, U). € Gas (1.106) 
H. 
|. | Vu, |° = | | Vu, |” < (G, 


通过 选取 子 序列 ,使 ww 一 了 在 6 的 一 个 紧 子 集 上 一 致 收 伍 ,其 中 
v 满足 
Av=0,r € G 由 (1.104) 和 (1.106)， 


|. | Vo 2 < æ, 


JJ A zg, 一 g 在 930 上 一 致 收敛 , 易 知 
v = g(a).x € 0G. 
因此 ,在 G 上 w 二 g(a). 男 一 方面 ,w,(0) = wu,(a,), 于 是 | v(0) I 
<1- 8,81 (0) | 和 1-6, 它 和 1w(0)|1=1g(a)1= 1 矛盾 . 
(1.102) 得 证 . 
(1.86) 的 证 明 . 前 面 已 写 


u, = peet. 
我 们 已 证 p. -> 1 在 上 一 致 收敛 ,再 写 (1.53) 为 
— div( o} V (ge — go)) = div((o — 1) V po). (1.107) 


这 个 方程 因 p 一 1 在 人 2 上 一 致 收敛 为 一 臻 椭圆 的 ,从 椭圆 型 方程 

估计 ( 见 [9] 或 [101]) 有 | 

l ge- gel: < CI g- e | iom + l(a2- DY oe l r), 

其 中 Yp > 2. g € HON), gpi € PEA), AIE Voo € 

H!2(Q)C LICO) REH p po 在 如 上 一 致 收敛 .于 是 证 明 
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Y (1.86). 
step 3. (1.87) 和 (1.88) 的 让 明 . 


类 似 于 前 面 的 证 明 ,step A.3,A4 和 As 没有 改变 ,由 此 可 得 


ue 在 Hi 中 有 界 ， 
Vu 在 Li PAR, 
ka -lu D ELE 中 有 界 ， 
Au, 在 Li PHF. 
其 次 证 明 ,对 任何 正 整数 2, 
| V ge || C < (`, 
, < C. 


s, 


z 


(1.108) 
(1.109) 


(1.110) 
(1.111) 
(1.112) 


(1.113) 


对 = 0, 这 些 估计 已 建立 ( 见 (1.109)(1.110)) 用 归纳 法 证 . 由 


(1.112),(1.113) 有 
Pe 一 Po, E Cio iB, 
o > 1AE Che 中， 


这 就 推出 u = pee* — uú 在 Ct 中 ,这 就 证 明了 (1.87). 


(1.114) 
(1.115) 


(1.88) 的 证 明 . 由 step B.7(18) 的 证 明 , 再 用 (1.75) 式 ,由 


(1.113),(1.112) 和 (1.115) 知 
[Ve 7I Ve 2 0,f#E Cu E, 


S = BEX? - eX? + (a = 1)! Va I? + FEAU Vuc 2) >0, 
在 Ci 中 , 另 一 方面 ,由 (1.113) 知 X 在 (中 有 界 ,再 利用 一 次 


引 理 1.4 于 w = D(x, - J 1 Vu BE: 
| | 


X. -二 Vuli, —0, 
这 就 证 明了 (1.88). 


2 il (f 
kx 
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&2 deg(g,90) 关 0 的 情形 


现 考虑 极 小 问题 
minE,( u). (2.1) 


uE H, 


其 中 
、 op _ 1 5 í S _ 252 
E(u) = Elu, Q) = N | Vu! SAR Luly, 
u E HUQ, 8?) = |u € H(A; ?);u = g,z € 3N}, 
deg(g.00)= d >0. 
(2.1) 相应 的 Euler 方程 为 


上 ue |). 1ER, 


2.2 
x EIN. (2.2) 


u = g, 
有 如 下 主要 结果 . 
定理 2.1 N 是 星 形 的 , 则 存在 子 序 列 se, — 0 和 恰好 d 
(d > 0) 个 点 CI1C2， Qa E OQ (在 区 域内 ,不 在 边界 上 ) 和 光滑 调 
和 映射 x，= Q\ lapaz agi > S1, 使 x、= g 在 边界 上 ,使 得 
ue u, k OOO N Ula) IKS, YA， (2.3) 
u, > u. RCON Yla AK. Va < 1. (2.4) 
更 进一步 有 ,每 个 奇 点 具有 度 为 +1, FERE al, | a; 1= 1, 
使 得 


| u. (z) — a; zan IX Ciz- a; ?,z—>anVYi. (2.5) 


定理 2.2 设 a; 为 定理 2.1 所 述 , 则 4a 为 函数 wl(a,d,g) 在 
n 上 的 极 小 ,其 中 


wla, dag) == z > bgl a;- a l+ 5 | Dexe) -rÙ Ra), 


(2.6) 
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这 里 更 为 如 下 线性 Neumann 问题 的 解 ， 


AG = 278, + € 2, 
s?a, 


) i (2.7) 

(È = gw, x EOR. 

(v A IN 的 外 法 线 ,z H In 的 单位 切 回 量 . ) 
RO) = Øl) = Ñl lza; . (2.8) 


我 们 先 证 定理 2.1 ,我 们 首先 简 述 _-。 下 证 明 的 主要 思想 ,然后 
再 逐步 子 以 证 明 , 先 用 比较 刺 数 法 证 明 能 量具 有 上 界 


E. u, , Q) < zd | loge i+ C, (2.9) 
其 次 对 于 | u, Cei) |< Pan > No 有 
Tin -> 人 1 aq. 


再 建立 下 界 估计 , | ws. 2. 
F, (u, ,B(a ,6)) = =Í loge, i—i log !1 — 
由 于 
nd | logen |+ C Z E, (u, , Q) 
> E, (u, G\ Ba + E, (u, , Ü BGa;,8)), 
最 后 建立 估计 
| | Vu, Ü < C(à), (2.10) 


其 中 0; = QAX ÜB(a,,0),C(9) 仅 依赖 于 5,0 和 g, 但 与 ,无 
关 . 
现在 估计 (2.9). 
定理 2.3 估计 (2.9) 成 立 , 即 对 。 < ep A 
Eu) < rdlogte i+ C, 
其 中 u 为 
， 523 + 


E. (u) = 3|， | Vul + 了 ui — 1)2 


的 极 小 元 ， 

u E HUR: `), 

H! (Q, =?) = lu € H'(Q; hu = g.z EIN}, 
g:IN —= ` 2 | g(z) |= 1.V r € JQ, e, 和 C 仅 依赖 于 es AIO. 
证 i 
_— Tda 
ga (r) | — zal? 
[8,.20, 


E lg), 3Bla;, R), Q= ON Ü Baz), 


W deg(g ,00) = 0,8 € H'(Q;S!), 3E 
I(t) = I(t,1), 


其 中 
I(e,R) = min |4 | | Vu ES u $= pè], 
由 伸缩 变换 易 知 。 
I(e,R) = (g1) i(k ]= (L£). 


可 以 证 明 


f 
LERES zlog 77 + Ilt), Yat, 
l 
I< rog + 10). V (<. 


事实 上 ,1(11) = IE: us 为 1(13) 的 极 小 元 .选取 


t Sa 


LEMES S| va EP [11 


a 

l x l r | 
“l| ves (llasa Fr > | v5 

B1 B} BENEL 


t ts t 


=a | gepdrtre= L.C 0) 


BANKI |x 


ll 
—— 
— 

2 
十 
| 一 
I 
1N 
a 
~ 


推出 
Ile,R) SC + mlog t. 


存在 光滑 映射 :0 一 S! .使 得 v = gr EOIR, 


2. a | = g;. 
ulr) = J ; B er) £i 
lu í B,. 


我 们 有 


E(u) < Elv) = Elv, ĝ) + De (un Bo 
i ; 
< C+ le, R)= C+ae,R) 
=1 


=< C + zdlog L. 
定理 2.3 得 证 . 
定理 2.4 DO 是 星 形 区 域 (x .v2:a >0,Yxe IN), M] 
存在 常数 C = (A, g) 使 得 对 (2.2) 的 任何 解 A 
g E 2 > 
| | F” 12 十 k (I -li PLC. (2.11) 


证 Hx: Vu 3E(2.2) HENE 分 得 ( Pohozaeu 恒等式 
”3923 ` 


方法 ) 
- [au Vu) = | ue(l —1 u, (xe V ue) 
Een 
1 
e7 n 


-=| oT -| u 7) 
4e“ a E 


= Lf (一 | we |2), 
ean 


(1 — u, 2)r;9, | ue l? 


- [aux . V u.) = — ELEA 


Ju, ` | 
= — L Jy% ` V Ug + | om [| Bjvjue 十 X10;0 de | 


Ju 了 2 Lf 
— _ G ， 一 .D 
L Jy (X Vu) Hl | Vue I? + Z] æ; 


Va e+ 二 | (x` v) | Fuel? 
IQ 


2 (J 
_ Jus df 2 
=- f Jy x Vu) t ARE; v| Vul. 
于 是 有 
u. 二 | . 2 l aL 232 
Gv 
(2.12) 
因 
Ju, Qu, 
Vu = Fe J Yo 
9 d 
x ` Vu, D7 x t) 十 (x v), 
a [Iu lgu, 
| Vu el = | 元 J, 


H (2.12) 得 


_ Ju, 2 _ ` Ju, du, I 1] Ju, 2 
| (5, ) (x v) |, (D T| G y| 28 


JQ “€ 
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即 有 


Jus 9 ue 2 
-| 289 a>0 
由 此 可 得 
Ju, 2 
2 :< — 
s|. (1 一 Ue ) — 4an 


a Ju, `; 

afa dy gb c| 
EEIN 好 圆 盘 ” 及 “ 坏 圆 盘 " ,及 其 上 的 性 质 . 
定理 2.5 存在 io= A0(0,g) > 0. = un(D,g)>0, 使 

得 只 要 >< 1, 就 有 


Lf 22 — 
一 1-1! |°) < . 
e? ana' Ue ) x #0 


Əg |2 


ar 


那么 
u(r) 2 7,7€ BND, (2.13) 
其 中 B, 为 R? 中 半径 为 1 WAR. 
证 首先 与 以 前 一 样 有 1 V u, | 之 上 ,因此 
| ue (x) — uly) <€ | — yl. 
反 设 , 有 xo € B, na, 使 wuw(zo) 1< 1. WH Est 
| (z) IS F + So,r € NN B,(z0). 


于 是 


l-l u, 22l-1 u, >+ - Eo, x € n n B,(zo). 


取 p = 4C' 则 有 
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B. 
1 = 了 ENN 4C (To0)- 
但 存在 a > 0, 使 
mes(B,(x) N Q) > ar". En. 


Pra < 1,34 ro C BT S< Z Rf, Be (ro) < Bz, KE 


l>] u p> 4 


ae” 


1. = x ü I > 一 os y 
wa o L a 
于 是 , 当 Àg 一 4C Ho < TEC )2 时,- ol < 1, 推出 


> 1 J (=l = ZE > po. 
E ANE, 
由 矛盾 定理 得 证 . 
把 ueg 延 拓 到 0 上 ,2 CC Y, AIEK ug, 
‘lgl= 1, rE Q NG, 
JZ = z, rE, 
lu, = g, TERNA. 


考虑 {B(x A06) her A z, € Q 时 有 
B[z E)N Bha, E) O,vi#j, 
UB(n saoe) DA. 
EX RBA 为 好 圆 时 ,如 上 | O- u 22< (ik 


Bir,aAe) 
O 


时 有 | u, Za € B(zo,hos)) ,否则 , 即 
I | (1-1 u 12) > po, 


2 
B(z.24068) 


称 为 坏 圆 盘 . 
SJ = lj; EJ:Blr; ào) 为 坏 圆 盘 |. 
引 理 2.6 存在 正 整 数 N = N(g,n), 与 6 无关, 使 得 

card J < N (2.14) 
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证 ”存在 绝对 常数 C 使 得 
Dl 
PEL Ba NZA? “R 
这 是 因为 Q 中 的 每 一 个 点 能 为 C 个 圆 盘 有 (ri 200) AME. MAE 
式 坏 圆 盘 的 定义 ,以 及 定理 2.4 有 
Auocard J <| (1 -lu FESC, 
€ (2 
由 此 即 得 (2.44)， 
引 理 2.7 ”我 们 有 
| ulz) 1>}, Yr ER \ UBC hoe). 
证 Bax E O -UYBCr Aos), MEHE j c INJ 使 得 
r€ Blr, ào), EEH RA, 
由 定理 2.5 得 | u(x) lZ 


TAREA Blr; ,hoe)iey) 以 最 大 的 圆 盘 使 奇 点 拉 开 . 
定理 2.8 BEI OF EJ C J WERO > Ao, RHF gA 
0 ,使 得 


lxi- le, Vu € Ji j, (2.15) 
YB: ‘M0e) C U BCe, , Ae ) . (2.16) 
证 对 card J 进行 归纳 法 证 明 ' 首先 前 面 已 证 card J < 1, 40 
(2.15), 对 = ,A = ào RL, WEWE. BIRA ri, zz， 使 得 
lxi — r {< 8e, (2.17) 
则 取 ) = 92 ,J = J \ {1i ,通过 有 限 步 ( 至 多 为 NN zb) , 则 可 得 到 
定理 结论 ,Ah0 << À SAIT < A09™. 
现 考虑 坏 圆 盘 中 心 的 聚 点 , 任 给 es, 一 0, 可 选 子 列 e, 使 card 
Je, =const = Nia; = ri li € Ri = 1.2. Ni Uli, la IN N, 
中 不 重复 的 点 集 记 作 a1,…,a NaS Ni S N AH PEN 


w] | Vue da 有 界 , YK CC AN Dial. 
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(2)a, EQ, 

(3) 具有 更 强 的 收敛 性 . 

现 估计 在 离开 奇 点 的 紧 区 域 上 u 的 能 量 上 界 ， 

SA = jig >al a; ani = l, N. JE? >0,7< 
dist(0.000).9< aa l. Z jM 

Bla pE (i = 1,…,N;, 有 目 彼 此 分 开 . 
显然 ,对 于 充分 大 的 n EENG) > 0, 当 nn >N) 时 ,有 

YB sen) CUBC 7/4). (2.18) 


以 下 用 代替 zx;* ,显然 
| ue (7) >h, € I9B(aj, 9/2), n 2 (0). 


因此 
deg( ue ‘9B(a;, 7/2)) 
是 确定 的 , 且 由 如 下 引 理 它 保持 有 界 .n -> co， 
引 理 2.9 Yj; EJ, RNA 


| deg(ue ,9B(xt, A)) < C, (2.19) 
其 中 常数 C 与 e 无 关 . 
证 deg(u,,2B(x: is)) = 二 J 一 A| “e ) 
e? 7? 2x | ue | lu, 17, 
ABU e) 
_ 1 f k 
 2x | Au, 


Ue 


于 是 定义 
dj = deg( ue ,0B( af" ,6,)), 
K; = deg( ue 9B(a,.7)), 
均 与 e, EX, H K = 3) a. 


J€ Ai 
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定理 2.10 ”存在 常数 C = C(g,Q) 与 pon 无 关 , 使 得 当 
n > N(7) 时 有 


f | Vus 72rd | logn |+ C. (2.20) 
nA LE 
推论 2.11 存在 常数 C 与 7,n 无 关 使 得 
| Vu P22x1 Kllog L C, (2.21) 


n 


n 
其 中 
N: = B(a;,9)N UBE). 


推论 2.12 ”如 果 d; > 0 € A, , 则 
[i Vu, 12 > 2x=( Va? )og $ — C. (2.22) 


JE A, 
定理 2.13 存在 常数 C 与 7,n 无关 ,使 得 
| iv 22 2m 1 K, ilog - C. (2.23) 
定理 2.13 的 证 明 , 令 
Z- Xs, |A 
z) = |I l 
uol L Z- Xs | 
为 典 则 调和 映照 . wo €E SUR deg( ug)ð B(x? ,Ae, ) = di 
言 1. 
[Vu RS fI Yw- C. (2.24) 
A, ” n 
断言 2 
| Vu >21 K, log C. (2.25) 


在 (2.24)， (2. 25) 中 ,常数 C 均 与 7,， 无 关 , 显 然 由 断言 1,2 即 得 
定理 2.13 的 证 明 . 
我 们 先 证 断言 1, 设 BR 为 中 心 为 原点 半径 为 R 的 圆 盘 . pj， 
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pp 为 BR 中 的 点 使 得 
P 1 Vj. (2.26) 
P pr I24R0 Yj Z k, (2.27) 
其 中 Ro < t, 8 


N = Br\ Ü Bp;, Ro). 


设 ”为 光滑 映照 :2 -> O , 且 作 如 下 假设 
0<a=<lu lll,r€EnN, (2.28) 
i 了 了 = 
一 一 < -< . 
FG u | 1 < K, (2.29) 


其 中 a 和 KK 为 常数 ,由 (2.28) 可 知 
d, = deglu ,9B( p,; Ro)) 
是 有 定义 的 ,考虑 “参考 映照 ” 
m Z=- p. yd 
w2) = lZ 1]. 
我 们 有 如 下 定理 . 
E 2.14 设 (2.28) 一 (2.29) 成 立 , 则 有 
| | Vu | LIYah-eClaell2 m?, (2.30) 
n n 
其 中 al = max | d; | , C 为 常数 , 仅 依赖 于 a 和 K ,更 详细 些 ， 


如 置 p = 1 x 1 , 则 存在 单 值 函数 y:Q 一 “ 使 得 
u = puge”, > € Q 


和 
了 2 2 a? 
| va >| i ve! +| lv S| IVg P-Clia l?r, 


— -. 


(2.31) 
其 中 常数 仅 依赖 于 a MK. 
先 证 一 个 简单 的 引 理 . 
引 理 2.15 HERR p EXE Br \ Br WFE y 的 一 个 
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扩张 区 ,定义 在 Bon, ,使 得 
f [Vd < C | i Vgl. (2.32) 


B B AR 
2R0 2R0 Ro 


证 ”由 伸缩 变换 , 设 R = 1, 附 加 一 个 常数 于 乡 使 得 


| wa =0. 
于 是 由 Poincare 不 等 式 推出 
| Igy C | | Vy 12. 


B.V B. By VB 
再 扩张 y 于 Bi1, 由 标准 的 反射 和 截断 技巧 得 到 . 
定理 2.14 的 证 明 , 置 o = | u 1, 局部 表示 


u = œ”, 
则 有 
I Vul? =| Vol +o l Vol. (2.33) 
类 似 地 ,局 部 表示 
ug = e” 


具有 | Vua l=1 Vgl, 


Vgl) = X a (2.34) 


z — z| 


其 中 V,(z) 为 单位 向 量 , 它 得 以 o 为 中 心 ,以 | z — o; | 为 半径 的 
圆 相 切 ,有 
| 
V;(z) = | i) (2.35) 
为 方便 引信 在 Q 上 整体 定义 的 函数 y， 
u = puge", (2.36) 


因此 
I Vul? =| Vpl? +: Vo +V, (2.37) 
推 之 


| | Vu | I Vo + | Vu EN mw Votol Vg 
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>| Vol+] Vu P | i 70 2 x, 

vn Nn 。 

a <o <1, (2.38) 
其 中 
X =f a- | Va | 20- ga: vy-| 27wovy 

= X, + X + X3. 

先 估计 X. ,我 们 有 

| Vu l=1 VR |< ` 


ao ddil (2.39) 
:=1 


lz — ol 


因此 


|Vula< lal X H las dd l mfp) - 


Z= — pj 


由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ,(2.40) 和 (2.29) 可 得 
I X, I< K! || q | 1212. (2.41) 
估计 Xa, A (2.34) 有 


m jl d | 
| T go lS. (2.42) 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 和 (2.42) 得 
IXAKA- 2) Vgl! Yy SIR ma | V l>. 


(2.43) 
估计 X ,我 们 有 
[Teve ai ye 
扩张 y 在 每 个 圆 盘 B(p;, Ro) 的 内 部 ,由 引 理 (2.16) 得 
[Es | uY s | E y 
nlz—p,i B A pk | z — pb; ! EE gR Iz= p | 7? 
(2.44) 
"4 Ë = j BJ, 
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Vv | ven 00 
- b; | ! Ro 
Bi prp | BUL. Ro) 
由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 和 和 引 理 2.15 有 
S May g C(m ~- 1) 1 vy),, 
> epi | 
7H BiA Ro) 


(2.46) 
其 中 C 为 某 绝对 常数 . 
考虑 以 p, 为 中 心 ,R =l p | 为 半径 的 图 己 BR(0), 当 rx € (0, 
R-i pb 1) BF fE S =3B (p) F. V, = r( 切 向 ). 因 此 


' -1f 
r | Vis V= aE =0. 
S Lp) s 
对 于 pi = R -| p| ,我 们 有 
-| l N | 
BelO X Bg (ep) Iz= bi! P KOA (5) B, OA Bp (s) 
- A ES | yyl 
BRO È B, (p) z Pj Be \ BO. p) 
< | VZ (aR? — zo)". 
J 
因此 可 得 
v 
VY < (2.47) 


BR VB p; Ro) kasa 
联合 (2.44),(2.46) 和 (2.47) 有 
| X, i< Cm |! d | | V lo. (2.48) 
连同 (2.41), (2.43),(2.48) 可 得 
IXICKR?|a|?m + | d | m || V d | (2K12 + C) 
la L | 


<| Vgl 
回 到 (2.40) 可 得 
` 2r 
2 7 2 &_ 
[iva] >| ven Í| ge r SIII Vl 


-m° (4K + C). 
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一 Lel peak + C), 
其 中 C 为 某 绝对 常数 ,(2.31) 成 立 ,断言 1 也 得 证 . 
为 证 断言 2, 利 用 [1 ,推论 [[ ,1j, 即 有 
518 2.16 GCE KARHE. œo = B(xi,p),i = 1, 


2, n O = GN Ürdi E d = X di WR ERI 
= 1al 
(I)dist(z;,2G) => 2⁄4, 
(2)e < Èdist(2,3G), 
(3) ôo <| +; 一 Tj | (i = j), 
E= |u € H'(2;S!),deg(v, 3G) = d,deglv,ðw;) = d;l, 
则 对 w E ER 


| 1 Yv? >2r id (g = C, (2.49) 


其 中 常数 C 依赖 于 > | d, |, diam (Ze 和 7. 


i=l 


对 于 un 各 S ,deg(u0,0B( zi ,A ) ) 一 dQ;,; 则 由 (2.11) 即 得 


| | Vuo 72a | k; Tlog(n/e,)- C, (2.50) 
断 吾 2 得 证 ， 
现 证 定理 2.10 ,为 此 我 们 需要 某 些 准备 的 引 理 和 定理 . 
引 理 2.17 “我们 有 
k; 20,V;i. 
证 ”由 定理 2.13, 可 知 


| 1 vu P22r1h 1 loges 1- CC), (2.51) 


n 
因此 
D| i Vue 222x i loge, |X) 1h (= CO). (2.52) 
1 A ! 


+ 
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另 -一 方面 ,由 定理 2.3 有 
| | Vu, 22r | loge, :+ C. (2.53) 
G 
联合 (2.51) 和 (2.52) 得 
S) ik <d + CD. 


- i jog ea |` 
令 n 一 %( 因 KK 与 n AR) 得 
> (K, I< d. 
另 一 方面 有 f 
Dk = d. 


Bi >O Yj。 
定理 2.18 存在 常数 C = C(g,G), 使 得 


| i vu 2 22rd | loge 1- C, Ve < 1. (2.54) 
G 

证 ETA, (2.54) 不 成 立 , 则 存在 序列 e < 1, 使 得 
| {Vue 1? 一 2rqd | log e, |>- co, (2.55) 


由 定理 2.13 和 引 理 2.16 有 


| [Vue 1? > 2zk;log a|- C. 
a. n 


对 j 求 和 得 


| | Vu, |* > 2rdlog 
Ja, ” 


这 与 (2.55) 矛盾 ,其 中 y 为 固定 ,定理 得 证 ， 
定理 2.10 的 证 明 . 联 合 (2.56) 和 定理 2.3 的 上 界 , 即 得 


| Vu 12 <2zd | logy |+ C, 


GN UB(a.,7) 
yO 


1 


|c, (2.56) 


n 


定理 得 证 . 
前 面 我 们 已 经 知道 , 存在 一 个 极 小 元 子 序 列 u | 和 有 限 集 
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N, 
N, . Š 
laji E DOD 使 得 对 每 一 个 紧 集 K C 0 \ > lajl, 


j>i 


~ | - 
K s EK, 
u, ua, 在 0 E, 
us >us, fE HK) EAR K, 


2 


| Ou P-IPS C, 
in n 


WWE lus |= lae. Hus, = g,x> € Q NO, OQ c R. 


我 们 要 证 明 的 主要 结果 为 
定理 2.19 我 们 有 

a € CPAN Ú als S), 
u. 为 调和 有 映照 , 即 


N 
— Aus =u. | Vu, Pa e QN ODlal, 


j=l 


ux = g.,z EIN, 
deg( u x ,a;) > 0, Yj, 


` deglu. aj) = d. 


"i 


对 于 每 一 个 紧 子 集 K C ON Ula 和 任何 正 整数 上 有 


Me 一 ux Œ Ch(K) 中， 


I-l u, 12 ， 
和 于 一 一 Yu 在 (人 (2) h, 


e? 


n 


N, 
Ue > Uy 在 CLHA N Uial), Ya <1. 


(2. 


(2. 


(2. 
(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


.57) 


.58) 
.59) 
.60) 


.61) 


62) 


63) 


64) 
65) 
66) 


67) 


68) 


(2.69) 


定理 2.19 的 证 明 .固定 zo € QAN Ulul ERR > 0 使 得 
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B(xzo,2R) C (ON Ulaj , 因 


Blin 2R) 
利用 Fubini 定理 ,能 找到 R' € (R,2R) 使 得 
| Yu, PSC. (2.70) 
ƏB( ty R) Í 
(lu, | — 12 < Get. (2.71) 
3B(ro,R') ” 
由 (2.70) 和 (2.59) 推出 


ue > Ux 在 3B(xro,R ) 中 一 致 收 全 


因 
deglu, ,9B(zo,R )) = 0， 


R! ue >}, 和 B(x, R), a| f 
deglu ,ƏB(zra,R )) = 0. (2.72) 
由 此 和 前 面 第 $1 可 推出 (2.61), (2.63), (2.67), (2.68). 性 质 
(2.66 来 自 xx， 远离 奇 点 是 光滑 的 ,| u, |= ,deg(g,90) = 
deglu. ,900) = d. 
现 钙 (2.67),deg(u、,a;) 20, V j. 
前 面 引 理 2.17 已 证 k. = deglu, ,9B(a),7)) > 0, 要 证 
(2.65), RHE u; = deg( u ,aj;), 如 果 aj € ,由 于 (2.67) 成 立 ， 
Us 
则 k; = >= l, Tu i x (ue). — x= | X Ux, = 
deg( u » saj). 
如 果 a; € 30 , 则 能 选取 R > 0, 使 得 
l Vu, < C, 


3B(a , R”) 
且 使 得 B(aj,R') AG fr SE, F. 
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us > u, fEƏB(a;, R ) 一 致 收敛 . 
于 是 当 ”充分 大 时 ， 
k; = deg(u, ,3B(aj, R )) = deglu ,9B(a;,R)) Z 0. 
(2.69) 的 证 明 分 两 步 ; 


N. 
step 1 证 ue > u s TE HLC À U iai) 内 ， 


m us E COA ia 上 内 
只 要 证 ， Xo €E IN, Xo 不 是 奇 点 a; , 且 对 某 个 R! > 0, 有 
ue u fEH'(B(zo,R') N Q) 80C(B(zo,R!) 1 Q) 5. 


实际 上 ,固定 R < J dist( 0,20”), B(z0,2R) 不 含有 任何 厅 
点 ,由 Fubini 定理 ,可 找到 R° € (R ,2R) ,使 得 
|Vu, l` < C, 
ƏB(zo R ) ' 


(lu, 2 - 1) < Ce}. 


3B(ro.R') 
deglu, ,9B(zxo, R )) = 0, 由 前 面 第 一 节 可 知 ， 
Ue > Ux 在 FIC N Blo, RÐ N ANA N Blr, R), 
H 


L | (lu, 1 - 1) —0. 


En Be,R') 
— `, 
step 2 ue > us fE CREAN Ulaji). 
不 妨 认为 a; & ,i = 1, Na. 48 > 0 充分 小 时 ,B(a,,6) 
CQ,B(a,d) N Bla,d) = $, 令 
` 
U = A\ X Bla;,8). 
i=l 
由 step 1 可 知 , ue > u, Æ H'(U) A CU) 中 , 现 证 在 
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HH2(U) 中 有 界 . 因 
— Au, = tu.(1 -| we 2), 
[3 
记 
y= a -i u 1È). 


我 们 有 
-2e Ag + ó << 4 l Ax, TEU rh. 
两 边 乘 以 gl Vq > 2, 有 
je <4 | Vu, 28"! + 2e? L Ey, ! 
分 9U 为 两 部 分 ， JU = r Ú ən ,注意 到 
o =0,z € 30, 
22 


2 
e“ | 
dy 


IIC, rE. 
这 是 因为 由 (2.68),y 在 L~(T) PARM eE =- 1 Ë, 
由 (2.67) Æ L?) 中 有 界 , 由 此 推出 yy 在 L~(U) 中 有 界 . 

以 下 证 明 us 具有 性 质 : 奇 性 度数 为 1, 日 奇 点 不 在 30 上. 

定理 2.20 RHE 

k; = deg(ux ,a;) = 1,Yj, (2.73) 

推 之 ,具有 精确 的 a 个 不 同 点 在 集合 ia,| 中 

证 step 1,k; = deg(ux,a;) > 0. 
在 引 理 2.17 PEIE k 220, Yj, WEH £. = 0 是 不 可 能 的 ,否则 ， 
RIET j,k; = 0, 则 可 找到 R > 0, 使 得 
I Vu P < C. 


Bla, R) 


(lu 2 178 C}, 


ƏB(a ,R) 
J 
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B B(a,.R) 不 含有 任何 其 他 奇 点 ,因此 deg( ue ,9B(aj, R)) = k; 
= 0, 由 此 可 推 得 
-L | (| ue -1)—0. (2.75) 


E Blu.. R) 
另 一 方面 ,由 a 的 定义 , 至 少 存在 一 个 坏 圆 盘 B(z;,22e,) C 
B(a;, R) ,因此 
L | (1 ue 2-10 = u > 0. (2.76) 


E Bir ,ME ) 
联合 (2.75) 和 (2.76) 得 矛盾 .因此 局 > 0. 
step 2 K, = 1. 
固定 w > 0, 使 得 
7 < L min | a; 一 ak | 十 Sdist( Q,00°). 
利用 不 等 式 (2.20) 于 Q 中 ， 
N =Q \ UB(a ,7), 


p = 二 dist(02,30), 可 得 


| | Yux 22278] c, (2.77) 
i 7 
其 中 常数 C 依赖 于 4 ,2 ,2 ASOT 77) 为 
另 _- 方 面 .由 不 等 式 
|, | Vus | < zd | logy |+ C, 
取 n — co 极限 ,得 
| | Vus S zd | logn I+ C, (2.79) 


其 中 在 (2.78) ,(2.79) 中 的 常数 C 均 与 了 无 关 . 由 (2.78),(2.79) 
得 
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S (k? - k) |logy |< C. 
令 n 一 0 得 


k; >0, 所 以 = 1,N = d. 

step3 a; E€ (Q. V. 

至 今 我 们 仅 知道 a; € N, AHB a, € IN 的 可 能 性 , 现 设 
aj E€ IN, ITET j, MPR a € IN, a2, U a € O, R > 048 
得 

Bla, R) C O \ faz naal. 

选取 € (0, R), E wy 一 0, 引用 如 下 引 理 ， 

引 理 2.21 设 a € 90, 对 任何 映照 w € CL(B(a,R)N lal; 
S!) 使 得 


4 =g E R N\NNBla,R), (2.80) 
deg(u,3B(a,R)) = 1. (2.81) 
我 们 有 
1 | | Vu I? 22r | logy |- C,V7 € (0,R), 
Bla, R)\ Bla, 9) 
其 中 常数 C UKMF EMR. 


现 完成 step 3 的 证 明 . 应 用 不 等 式 (2.21) F G= (0’\Bla, 
d 
R)) \ >, B(a,,7) 可 得 
才 | Yu, 22 z(a - 1) log, = C, (2.82) 


其 中 常数 C 仅 依 赖 于 尺 ,d,Q 和 2' ,由 引 理 2.21 有 


| | Vu, [>2x1logn i- C. (2.83) 


B(a, R)N Blag) 


H (2.82) 和 (2.83) 可 得 
tH | Vu, 22 ald +1) l log l- C. 


G 
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其 中 G = Q'XN UB(a;,0). 常数 C RFR, d, 0, Q ,如 同 
step 2 所 证 ,可 推出 

| logy IS C. Y} € (0,R), 
其 中 C 与 7 无 关 , 这 是 不 可 能 的 .于 是 step 3 得 证 . 

现 证 引 理 2.21. 通 过 共 形 坐标 变换 不 妨 认 为 2 = ICar), 
zz > 01 ,a = (0,0) 在 保 角 变换 中 , B(a,R)\ B(a ,7) ERIE 
于 区 域 B(0,R')\B(0,7) 中 ,R = R, == n. 

考虑 中 心 在 O 点 半径 为 1 的 圆 S ,7 < : < R, RITE 


= | |z — 
1 = deglu, S,) = Jale e = gp) X a t aE XE 
t S S 


其 中 Si = S, N ir: > 0: ,S7 = S, N |z; < 01 ,注意 到 


= | ex godo <f | @(¿) ~- e(- t)I KCA, 


Jax 

; 
其 中 

. N i8 . . H 

g (ue) = O g, = go = (igt), z € H'(ən), 

因此 
1- CY < < |a x < | |u | 
s 


< 去 (| | Vu |` SHES 


于 是 


S, 
上 式 在 [%n, R] 上 积分 可 得 
| Vu [2r1logy|- C,V76€ (0,R), 


B(O.R)N B(0, 7) 
其 中 C = C(,R), 引 理 得 证 . 
至 此 ,我 们 已 经 完全 证 明了 定理 2.1. 
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现 来 证 明定 理 2.2, 即 奇 点 1aj! HAR W 在 Q 上 的 极 小 ,这 里 
d 
Wla,d,g) = > gle lt) | Dexe) -rd Ra), 
9 = 
其 中 B,R 为 (2.7)， (2. 8) 所 定义 ， 
为 了 证 明定 理 2.2, 我 们 需要 某 些 引 理 和 定理 . 
51 2.22 Ra = 1 本 为 0 中 的 任意 不 同 点 , 则 存在 po > 
0, 它 仅 依 赖 于 元 和 0 ,使 得 对 任何 o < oo 和 e > 0, 有 
E(u) < dl(e,o) —- W(a) - zdlog| + ; )+ Ola), (2.84) 
其 中 Olo) 表示 量 X ,使 得 XIS Co, CRKT, a Mg. 
引 理 2.23 设 a = ieif 为 有 中 有 限 奇 点 集 , 则 给 定 任何 
(充分 小 ,o< ol) ,存在 正 整 数 N = N( o) 使 得 对 任何 > N # 
E, Cue ) > dI len o) + W(a) + adlog- )+ Olè), 
(2.85) 
其 中 Ol) 表示 对 于 量 Y 有 1Y I< Go ,常数 C 仅 依赖 于 0,a Mg. 


| | Vu, l? t ele 2-1). 
B, 


定理 2. 2 的 证 明 ， 固定 o < minl poa, p1), KE (2.84), (2.85) 
可 得 ， 


I(e,0) = min 
„Eh! 


W(a)=< W(a) + Olo). (2.86) 
令 cc 一 0 有 
Wla) < W(a). 
A 为 任意 点 ,由 此 推出 a 为 W 的 极 小 点 . 
为 了 证 明 引 理 2.22 和 引 理 2.23, 我 们 需要 以 下 定理 . 
定理 2.24 当 p 一 0 时 ,我 们 有 


21, IV äl? S (Dai) iog- )+ W(a)+O(p), 


(2.87) 
Hha, X 


min] | Vul: (2.88) 


z€ Eo No 
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的 极 小 元 . 
= gt E 2G, Vi ja C€ C la |= 1 
— i .S1) . 
sopen (S ) 使 得 x(x ) = Ls = E Blaise) 
定理 2. 25 É uo 为 典型 调和 映照 ， w e 一 时 有 
l 2 _ Ss. 2 
í|. | Vuo = "(> d, oe( Gs) W + O(e), 
(2.89) 
其 中 0, = GN Ú Blano). 
定理 2.26 
E, = mj. | Vu |2 (2.90) 
为 某 一 映照 所 惟一 达到 (至 少 差 一 位 相 ) ,其 中 
|Vi = 0,1，… Wi pss 
| |a, |= 1,v = dgx € AW,) 
(2.91) 
W, 0.W, n W, = @,; Z =- GN UW, 
进一步 有 


= 4V E H'A; S!) 


E; -f | Ve. l7, (2.92) 
N 
其 中 @, 为 问题 
AG. = 0, +€ (2, 
JË 9 (2.93) 


的 解 . 
定理 2.27 存在 和 的 一 对 -一 对 应 ,更 详细 些 , 给 定 任何 
u € C ,存在 惟一 y € 9, 使 得 
u = QW, (2.94) 
其 中 
£= 10:0 一 人 ,0 连续 到 0 H 
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Ay = 0, TER | 
4 = 0, rEeon) ` 
uo 23 W) ya AIER HE , 
d 
ulz) = (i 三 a a) e” ,Ahno(z) = 0, (2.95) 


我 们 先 证 明 引 理 2.22 和 引 理 2.23 ,最 后 证 明定 理 2.24 ,定理 
2.25 ,定理 2.26 和 定理 2.27. 
引 理 2.22 的 证 明 . 应 用 定理 2.24 于 点 志 , 对 于 任意 的 p < po 


EBR R Qo -> Sl hisua, 


_ Jl — — L. 3: 
= min 7 | a; — a, |,dist(a;,9G) 


= g,z= € 9G,u,(z) = a; TEBE - p) 1 a = L,B 
H| | Va, = xdlog(l/p) + W(a) + O(p). (2.96) 
男 一 方面 ， 对 每 一 一 个 j, 由 1(e,p) 的 定义 .能 找到 函数 vj:B(a,p) 
2 ,使 得 ul) = a =N € oaBla;p) B 
a f | V oj; l? + | (le -1P = 1(e,p). 
BC, p) B, ,p) 
(2.97) 
令 


人 (o 
W = 
vr E B(a;,p) J 1,2,.…,d. 


联合 (2.95) 和 (2.96) 得 
E.W) = di(e,p)+ W(a) + xdlog(1/p) + O(p), 
引 理 得 证 . 
引 理 2.23 的 证 明 . 已 知 ue 依 Hiel G. Ula 11 ar u, P, 
对 任何 固定 的 o,o < ol = min 7 la; — ap 1,dist(a;;9G)1 有 
1 2.1 oe, z2 
ila | V te, | hla | Vu. |, (2.98) 
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特别 ,存在 正 整 数 Ni = Nio). ERREA n Ni, 有 
4f | Vu PS aP TVu Pe. 


< J Do 
另 一 方面 ,由 定理 2.25 有 


| | Vu, | = zd log(l/p) + W(a) + Ole), (2.99) 
fp 


联合 (2.98) 和 (2.99) AXI n > Nio) A 


四 | Vu, 12 + r= Ga ue 1? — 1) 
之 zxdlog(1⁄/o) + W(a) + Ol). (2.100) 
现 转 到 在 球 B(a;,p) 上 的 能 量 估计 ,我 们 断言 ,对 任何 给 定 
p-p < p1, 存 在 正 整数 N = aa 使 得 对 每 一 个 n > N, 有 


1 2 4 _ 2 
z | ,| Vu, | ad, (| ue 1) > = Ken p) + O). 
app 


(2.101) 
联合 (2.100) 和 (2.101) 即 得 引 理 2.23 的 结论 . 
断言 (2.101) 的 证 明 , 由 定理 2.27 可 知 在 靠近 a, 附近 有 


u (z) = EBG, (2.102) 
Hp e” = Te (z) 为 a; 邻 域 的 实 值 光 滑 调和 上 映照 ,日 有 
VH;(a;) = 0. (2.103) 


前 面 已 证 ,对 任意 给 定 o < ol ,能 找到 正 整数 N, = Ns(o) 使 
得 对 一 切 n > N, 有 
|a. = ua Iina ona om <, — (2.104) 
| Vu- Vu, |l LIBla, o) Bia p2 SP. (2.105) 
同时 可 设 对 n > N, 有 
2 
<l Vu, 2 + 1,> € Blaj, p) \ B(a;,o/2). 


1-1 ue 
= 


(2.106) 
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从 (2.102) 和 (2.103) 有 
| Vux I< 2p + olp), z €E Bla;,p) \ Blaj, 0/2), 


(2.107) 
联合 {2.106) 和 (2.107) 可 得 
-ju l? 
— < $ + C= Klo) € Bla.p)\ Blap), 
(2.108) 
其 中 C 表示 与 n ,we 无 关 的 常数 . 
考虑 映照 
w, (z) 2(> 一 a;) _ 1) (et) us (z)) 十 u (z), (2.109) 


引 理 2.28 存在 正 整 数 N, = Nas(p) 使 得 对 任何 n > N, ,# 
| wn — u, | L (Bla,,p) Bla, pA) <C, (2.110) 


| Vun = Vue, Laoag < Co (2.111) 


种 
| wn(z) S1- Cot, Yz € Bla,p)\ B(a;, 022). (2.112) 
证 ”从 (2.99) 有 


| <o, — ue ISI EaD y, +l us — w l, 


则 由 (2.102),(2.103) 和 (2.104). 可 得 (2.110). 对 任何 n > N3, 
微分 (2.109) 易 知 


| Vur- Vu I< | etH) y 1+ Zea) 一 yu |, 则 


对 任何 n > Ns, H (2.102), (2.103), (2.104) 和 (2.105) 得 
(2.111). 
(2.112) 的 证 明 来 自 下 列 恒 等 式 


lmt+(l- ol =tlalf+(ot)ib6 +- lia-bl 


>ilal (1-0) 10 -F la- b, 


V: € [0.1]. (2.113) 
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应 用 (2.113),a = eb = we (1) ,t= (一 一 1), 
H (2.106) 得 


| zo, (z) > ] 一 2K(o)e; 一 -一 | e Ha) _ ue (z) 12， 


1 
4 
(2.114) 
最 后 选取 Nalo) >= N3(p) 使 得 
K(po)e? < ot, V n > Nlo). (2.115) 
由 (2.114),(2.115),(2.102),(2.103) 和 (2.104) 得 (2.112). 
现 证 断言 (2.103) , 置 


R = R(n,o) =V 1— kloe. (2.116) 
Hik n > Ns(p),p < 1, FË R 是 确定 的 ,考虑 映照 p = pla, 
p):C N 101 — C N !0! 38 


£, 1 6 I2> R, 
-| 


— 
RTF 18 < R. 


标准 的 计算 表明 
1, 1612 R, 


V <d .117 
IVe) l KE ule < R. (2.117) 


考虑 映照 vn:B(aj,0) 一 忆 为 

Ue (z), z €E B(a;,p⁄2), 

v, (z) = " 

pw,lz),z c€ B(a;,o)NN Blaj, 0/2). 

在 2B(a;,p) E, w, (z) = ei(9+H(a)) 因此 
vlz) = et eD 
从 Ien o) 的 定义 有 
1 > > ' 
> f | Vun 2+ | (lo, ° DS enp), (2.119) 
s e) 


Bla, p) "Be 


(2.118) 


注意 到 在 56 o ,号 ) 上, = we ,因此 o, = a, ,由 (2.108) 知 
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lu, 1> R, RE., v, € Hi(B(a,p)). 
从 (2.118),(2.119) 得 
| [Vu + l | De 


Bap) TT 
(2.120) 
其 中 U = U(n,p), V = V(n,p) 定义 为 
U= 4 | (| Vu, 1 i Vu, 2). (2.121) 


B(A B( 4.5) 


y=- | [Gu PD- CO u 2-1. 


Bla, p}\ Bia, £) 


(2.122) 
首先 估计 V , 因 | W, IS (H W, Æ ue Ae Ot) 的 凸 组 
合 ) RIIA R <I v, ISLE 
(lo, 12 - 1)2< (1 RY = Klp)et. 
Ó (2.108) 和 (2.115) 有 


V < rø K°(o)e2 < Cot, V n > Nalo). (2.123) 

现 估计 U, Æ B(a,p)\B(a,po2) 上 ,由 (2.117) 和 (2.112) 有 
| Vo, PS || Volw) ll Ve, 12 `< 5 | Va, 2. 
(2.124) 


由 (2.124) 和 (2.111) 可 得 
| Von LRU Vu 242C Vu, (+ Co). 


(1 - Co”) 
(2.125) 
因此 
| Vu, I Vu 12 <ç C(o* ! Vu ` tpl Vu |+ e°). 
(2.126) 


另 一 方面 ,由 (2.102),(2.103) 有 
[Vus | Pass 三 CA (2.127) 
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联合 (2.117) 和 (2.105) 得 
| Vu, ll T y SC (2.128) 


Be AB (a 
回 到 (2.126) 可 得 
U =< C. (2.129) 
从 (2.120).(2.123) 和 (2.129) 即 得 估计 (2.101). 
以 下 证 明定 理 2.26 .定理 2.27 .定理 2.24 和 定理 2.25. 
设 GAI? PARAR PEAK, w; E G,i = 1,2,…,n. 
w; N w = ØO, wG, 


Q= GN Úwdd € d= Dd 
考虑 极 小 问题 | 
E = in. | Vu l?,e = |o € (H'(0);S!),deglv,3G) = d, 
degl v, 3 w;) = d;: (2.130) 
和 辅助 问题 
A@ = 0,r € n, 


® = const,z € dw;, 


Q —ü< 0,z € 2G. (2.131) 
ze = 2rd; i = 1,2. "n. 
Qw v 


定理 2.29 THR E REPER u MRA, MR uju € ë, 
JS E, Mj uj = auz, la 1= 1, H 


E=] | Vo 2, (2.132) 
N 


其 中 名 是 泛 函 F(g) = 3h, | Ve 2 ana law, 在 空间 V = 
lp E€ HI(N;R):g = 0,z € 9G,@ low = const| 中 的 极 小 元 . 
证 step 1 首先 证 明 , YvEe, 有 
| | Ve >f | V @ 12, 
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step 工 的 证 明 . 因 v RES, HI 2 € é, lu = 1,548 o ° Vr, 
= 00G = 1,2),v, X v, = 0. 因 此 


L (uxo ,) + (xv) = 0. (2.133) 


dr) 
定义 = (vx wy + IB on, + 2D WARDA 
(2.133) 有 


dv D = 0,+ € (2. (2.134) 
另 一 方面 ,有 
fo-v= |32- sx = 0, (2.135) 


w Aw 
1 1 


其 中 z 为 aas 的 单位 切 向 量 ,(v,r) 为 右手 系 ,(2.135) 是 从 以 下 
得 到 的 


É x v, = 2rdeg( v, ðu;) = 2rd,, 


Jw 
A 


引 理 2.30 AAR? 中 的 任何 光滑 开 区 域 (不 必 单 连通 )， 
DAN 上 的 一 个 向 量 场 使 得 
且 div D = 0, 


jp.， 
对 30 的 任 一 连通 分 支 上 成 立 ， 则 存在 0 上 的 函数 互 , 使 得 


2H 3 
D = — >): 


证 ”如 8 为 单 连通 区 域 , 它 是 已 知 的 Poincare 引 理 对 于 一 般 
区 域 2( 设 它 是 连通 的 ) ,我 们 解 每 个 由 T; 所 包围 的 区 域 w; 上 的 
边 值 问题 

Aw = 0, x€ w,, 


> = Dev, rEdJw. 
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向 量 场 
D= 2 ER, 

Vw E wp = 1,2,: n, 
满足 divD= 0,x € G = Q U (Ü Tp È EREE, SIRHE. 


H5 2.30, FEDER% H 使 得 


du 2H J 
u x - 一 — -a 
dxi d>, dl (2 136) 
x du aH 4 0 中 . 
VA Jrs or Jr 
由 于 1v1= 1, 有 
| Vult = | ç Xx Var, [+t ux Ve, 上 
5 d3 a 9 9 
=| VH +i ÇV @ + 过 .2 H. 2), 


7, dxa Jz Ix 
(2.137) 
注意 到 


aH 32 aH 95 -fa 2 .09 
NE dxa Jx se B a [H JT H e) 


-Í H. > = 0, (2.138) 
oan oT 
这 是 因为 ®@ 15; = 0,%$ law, = const, 推 出 Se =0, 于 是 由 (2.137)， 
(2.138) 得 
| | vv2=| (VH 121 | 178P >| !V@ 2. 
N Q n “n 


(2.139) 
step 2 FERS u € 《使 得 


| IVa =] | Ve |°. 
Q n 
step 2 的 证 明 . 基 于 (2.139) ,我 们 可 找到 某 个 u € E WEWE 


Ju _ a8 

Jx) OX 

Ju Jo (2.140) 
# dx Iri 
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更 一 般 地 ,我们 在 任意 光滑 连通 区 域 0 上 考虑 问题 


u X37 = Foe z € (1, 
o) (2.141) 
u x 2 = Fa, Enr. 
、 QT 
这 个 问题 有 解 x :0 — S! 4 Hy ` 
oP of; 
Jr On) 
和 
[Fr € 2z/_ P = (Fi, F>), (2.142) 
r 
HPT AIO 的 连通 分 支 , 事 实 上 局 部 表示 u = es, 则 (2.141) 为 
90 _ 
dxi E Fi 
E = p, (2.143) 
T2 


(2.144) 可 解 的 充 要 条 件 为 满足 (2.142). 如 果 unu: 均 为 
(2.144) 的 局 部 解 , 则 有 ui = auna 为 复数 , ! a | = 1 ,局 部 可 由 
道路 积分 延 拓 到 整体 解 . 
f F + rds = | F dz + Fidr = 2z/ Z ， 
T; r: 
相应 的 积分 是 不 同 的 ,其 差 属 于 2r/ 二 ,进一步 ,xz € 6, 因 


2rdeglu, ðG) = | ux un, -ux u) vf 59 = 2a, 


32% 
ag DY 


2xdeg( u, 9w;) = fca X Urs TUX t ) ev= f s = 2rd;. 


ðw., Jw, 
1 t 


注意 到 在 我 们 的 情况 下 , (2.142) 是 满足 的 , 因 @ 是 调和 的 , 且 
Fer= Z (2.143) 是 满足 的 . 


现 考虑 定理 2.29 的 各 种 变形 ,考虑 


í 
v= gt EIG, 
& = H'(Q;S! , 
1 1" € ( ) deg(v,Jw;) = d;,i = w 
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其 中 g;:9G -> S! 满足 


n 


deg (g,3G) = d = 、 di 


iei 


研究 极 小 值 问题 
E, = atl | Vul. 
考虑 辅助 问题 
AQ. = 0, r € (O, 
oa@ | 
ay = 2zd;, 
Fw 
< t 


Pı = const, r € Jw;, 


ag, 、 
S = g x gr EIG. 


定理 2.31 下 确 界 E, 被 某 个 mE & 取 到 , 且 


E; -=Í | Ve, l, 
Q 


(2.144) 


(2.145) 


证 V. e &, 有 | | Vo >f 1 Vé, EXE 


9 9 9 
8 Ju 
n ax Ixi an Ar 


= IP, > | 2@; =f 
=f H 9r 2 JH or cl! 


| | Vv >| | Yo l. 
n Q 


由 于 (2.136) 可 知 
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H Ce ux = gag = 0, EIGH =0,F 


or Ov 
是 可 找到 o € el 使 得 满足 
dP 
UX Yr, 57 y 5 
1 Or? 
39, 
UX h 
AXI 
由 此 推出 


9 
vx v= = gx goz € aG, 


FË v = ag,z € gG,a HA, | al= 1,0] u = a io 满足 所 
有 要 求 的 性 质 . 


考虑 
Vi =0,1,2,,7, ja € C , 
a-d € H(A;S! | 
2 ° 人 ) le; |= 1, 合 得 v = ag, z € Jw,i = 12,-::,n 
类 似 于 定理 2.31 可 得 定理 2.26, 即 有 
+ _ : 2 
E> = wil, | Vul (2.146) 
为 某 个 u 取 到 , 且 
E; -| | Ç ó, 1， (2.147) 
0 
其 中 
Ad = Ú, TEN, 
ag 9 (2.148 
S = XH, rE Iw,i = 0,1,2,,n, ) 


现 考虑 G CK: 为 有 界 的 光滑 的 单 连通 区 域 ,al,…,a,€ G, 
disd2,°" d, € Z ,d = Ddi,g:0G -> S!,deg(g,9G) = d. 
i=1 


C= fu:G\ laiaz n a, | 一 Sl， 光滑 调和 映照 ， 
( į )deg (u,a;) = d;,( Ï )w 连续 到 9G,w lac = gl. 
+ 557 ` 


辅助 问题 


AD = drda € G, 
=] 


4 jg (2.149) 
k o = g X g., + € DG 
于 此 $, 惟一 确定 到 差 一 常数 ,为 确定 , 令 
2 = 0. 
则 存在 惟一 的 调和 映照 uo € 
u IT, 一 一 Jar | 1 E (2, 
| Dug Ia o (2.150) 
ug IT zi ， c 9 


这 可 从 Ağ = 0, Ea P = gx go € G, d, € Z $8. 
H (2.151) 所 决定 的 uo 称 为 与 (a;),(d;),g 相关 的 典 则 调和 映 
照 . 可 以 证 明 
d, 
uolz) = I= 让 e "Aholz) = 0. 

引入 4= lo: 0 O = G\ danaz a,l, go Wk 
2G,B Ag = 0,z= € (2, 1 9G = 01. 

现在 证 明定 理 2.27, 即 对 x € IAE y € 心 使 得 


u = euo. 
证 Vue ,考虑 方程 组 
2 = ux Ur s =F, 
. jg TERN. (2.151) 
H = uxu, -Se= 29 
JF; sh: 


元 , = 区 PEAPDREBT 88 2, #: Q PERH C,C WRA w. 
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cop o 
fr r= P Xu,- So = 2zdeg(u C) -2r >d, = 0, 
C€ ` `° i i 


u t a Ew 


= uxu, 32 SEX g TE Xg = 0G hi: r 
推出 2 laç = const. 
Syp =h- ó la ELN 
Ay = (u x 党 小 TAC x Hj- u X Au = 0,z ep. 
Y ioc = 0. 
现 证 u 一 e”ug. 
首先 ,局 部 地 有 u = eug = wx, 于 是 


: Ipo 
uo X uor, 55 i, 
| JÓ, 
| uo X Hor, 5T dri’? 
变 为 
d Po da Po 
or dra 


(2.154) 变 为 


由 此 可 得 
V(gee + p~- e) = 0,+ € nN. 
因此 在 2 的 每 个 局 域 有 
”339 ° 


po + $~ @ = const. 
got y- g@ c = 0, 
ptp- e= 0,x € G. 


ó = @- pmp y+ Po. 
因此 
u = eF = elle = e”ug. 
定理 得 证 . 
现 证 明定 理 2.25 和 定理 2.24. 
定理 2.25 的 证 明 . 
由 (2.,151) 有 |1Yuol=|1Y@o 1, 因此 
I É 3G 
2 _ 2 _- o] AS 0 
l | Vuol l, | V ob! L. J, Po Dd, 
_ ` IDo 
- | 2 xg) > | Bo, (2.152) 


El apap) 
R(X) = Plr) 一 > dilog [z 一 a; | 
为 G 上 的 光滑 调和 哺 数 . 置 
Si(z) = (x) - d;log | x — a; | | 
= Rolz) + Odilog | z-a! (2.153) 
为 包含 a; 的 某 个 邻 域 上 的 光滑 调和 函数 , 且 
S,(z) = a(r) ~ dilogo, x € 3Bla;, p), 
IS; _ 3@o(z) d 


ay 0 o'rTE Ba,0), 
Si(ai) = Ro(a;) + X d log la- a;l. 
J 


因此 ,我 们 有 
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_ IS; 2 | _ 
a Pay = | ( 完 + (S; + dilog | z — a; |) 
aB(a,,p 


3B(a p) 


aS; Ind; T | = JS; 
= | S.S + Iro, d, S + d;logo = + 2zdšlogp 
Bla, 0) Bla, o? 
= 2rxdiloge + 2rd;S 0 + O(p’), (2.154) 
其 中 我 们 用 到 了 
2S. 
t = | AS; = 0, 
dv 
3B(a,.p} Bla,.p) 
a . r 
S; 2 = | SiAS,+ | | V S; 1? 
v 
3B(ai,p) Blap) Bla, p) 
= O(p’). 


H (2.153) 和 (2.154) 和 Si(ai) = Ro(a,) + 22d;log | a; — a; | 可 得 


11 
ñ | Vuol2 = 2z(27a2)ig[ > )+ 2w + O(p’). 
现 考虑 极 小 问题 . 


min| | Vul 
2 和 区 


; (2.155) 
3 Qp 
其 中 


vgTEIG Yi, dao C€ C,la |= 1 
=4 v E HQS) ， 
£ “ “| 使 得 v(z) = Se 


由 定理 2.26 可 知 存在 惟一 极 小 元 à, 
现 证 定理 2.24, 即 当 o> 0, 我 们 有 


1 ~ 
ha | V up |2 


"(Pa ) "be [+ 六 w(a) + Olo), (2.156) 
证 ”由 定理 2. 26 可 知 


| ?=| | Vë, 12， 
|, ° Op ° 


(*) 
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其 中 @ 为 如 下 线性 问题 的 解 ， 


AÐ, = 0,+ € Qo, 
JD . 
Jy = EX ET € UG, 

. (2.157) 
Ib da, 

=“! x€ ƏB(a. 

jy o" € JBla; p), 
| Ó = 0. 

JG 


置 
ppr) = È, lr) -- Xa log |lr—a l. (2.158) 
1 


我 们 需要 如 下 引 理 
5I 2.32 当 p->0 时 ,我 们 有 


| 2, 一 及 oocy < Co, (2.159) 
I Po | L? Btu, p)) <. C. ， (2.160) 
证 RE y, 满足 
Ap, = 0,z € Qp, 
Iy N J . oaa 
Iv = g X g, — àd; 3y 28 | r-a l=f,r € 0G, 
9 z 9 
H 二 一 >d, joog | +a =g; V i,z € 9B(a,,o). 
J 
(2.161) 
设 Z; A po BIMI, BI 2; 为 如 下 问题 的 解 : 
D Op 
Ari E dx a L» 
x (2.162) 
902 _ 90 _ p 
Ara ðr ` 


oF JF,- 
AE = 一, 因此 2; 可 整体 定义 在 Q。 EEB 


Yi 
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| = 0, 为 90 的 连通 分 (2.163) 


y ARERI 2 满足 
Agpo = 0, x E {2,， 


20 
Cp 一 ` 
37 二 f,r EIG, 


2; 


gv 


Zox C 9B(a p), = 1,2,.…,n. 
因此 我 们 有 

Api = 0,r € Np. 

po = 下 ,rEaG， 


IA = Gz € ƏB(a,,o), ¿i= 1,2,.…,n, (2.164) 
ce = 0, i = ],2,- n, 
Bla, p) y 

其 中 下 和 G; PIERS fil z, WEAR, Bl 
JF 3G; ` 
Ər TJ Ë: 

af, f=0, | g; = 0,F #lG 均 为 单 值 孙 数 ,考虑 一 个 如 下 的 

aBla,p) 
辅助 问题 


Ag" =0, €G, 
1 rE (2.165) 


g" =F, + € 29G. 
我 们 需要 如 下 一 个 引 理 
512.330] jG 为 失 2 中 的 -一 个 光滑 有 界 区 域 ， w; 为 G 中 


的 光滑 不 同 子 域 使 得 2 = GN Üw, 为 连通 的 ,该 函数 v 满足 


(‘Av =0,x€0, 


<fa . (2.166) 
| F =0,; = 1,2,.…,n, 


则 
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sup — inf v < > (supu — infu) + supv ~ inf v. 
(2.167) 
特别 地 ,对 于 wv = 0, r € 2G WE 
lu lam < > (supv ~ infv). (2.168) 
j=l %5 ou, 
应 用 引 理 2.33 Fv = E ,有 
|w 0 la) < > p (G. e) ~ nf (G, ~ g") 
= O(p), (2.169) 
l 
uh |g l rosa, ECG = g< 0 <2zCo (2.165), 
(2.166),(2.169) 和 标准 的 椭圆 型 方程 估计 , 可 知 对 任何 紧 集 
KCGN Ülal A 


| V (o - @*) | L” (K) < Cre. (2.170) 
设 yy 为 yp* IANH, B 
I4 ~ 9 +€ G 
x m: Bi (2.171) 
.17 
3p __ 2p” 
Jrs T Jr,’ +€ G. 
因此 y 满足 
A = 0， z € G. 
* .17 
96 -2 y, r € 3G. (2.172) 


M Rolr)= Go(z) - 2; d;log lx- a | 也 满足 (2.172), 可 选 
y(r) = Ro(z). (2.173) 
从 (2.163) 和 (2.172) 有 
LV 人 ~-y")1=| Vlg 0) 1. 
H (2.171) 和 (2.173) 推出 
. 564 . 


| vg — Ro) l| Lao <; Cro. (2.174) 
最 后 为 规范 化 ,选取 


[aw Ro =o =), m=0). (2.15) 
从 (2.174) 和 (2.17S) 得 
l go ~ Ro | L”) < Cre- (2.176) 


特别 ,我 们 已 证 (2.160) 
现 转向 (2.161) 的 证 明 , 令 

wr) = dilog | x a;l. 
任 给 固定 a > 0 WBa) C G, Ba), KIARA a, 
Jj Æ i, H(2.162) 有 

AC ó, + wi) = 0,z € B(la;,a) \ Bla; p), 
lg + wi) = 0,x € 3Bla; p). 
由 极 大 值 原则 和 (2.176) 推出 
| go + zo; || LOG) N Beano S || ó, + zo, || E“ (apta, , SC. 

特别 有 

| o + w; |l L” GBU pn) < C, 


这 就 推出 (2.161). 
现 证 明定 理 2.24, 由 (* ) 和 (2.161) 可 写 


kai, =f lv (w+ Yato | z — a; I) 2, 
因此 有 


| | V to |2 = | | V ç, paf Vh VD dlog z-a; 1) 


MAA 


=l + D+ Í. (2.177) 
分 部 积分 ,利用 (2.162) 和 引 理 2.31 可 得 
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= |, | V 4, 2 = [es = | w - ` | gp 


i=l Bla, p) 


l 


9 
:| MRa + Olp) = | op, + O(p) = | | V Ro I? + Olo) 
dn JG © v 


V 


G 


= | 1 YR? + O), (2.178) 
Np 

| (Vé - VR0)SV (D dilog! r — aj 1) 

Np j=l 


_n aR 
=- > | (gi = gy w = Olo). (2.179) 
i=l aB(a,,p) 


联合 (2.178) ,(2.179) 和 (2.177) 得 


| isa =] [VR + Yaqa z- a; 1)| + Op) 
“fp Np j=1 
=| | VĒ 2 + Olo) 
Do 


= | | Vuo 1? + Olo). 
Ap 
定理 得 证 . 
至 此 ,deg(g ,930) 关 0 的 情形 ,定理 2.1, 定 理 2.2, 全 部 证 明 
完毕 . 


§3 Ginzburg-Landau 热流 方程 


MAJE Ginzburg-Landau 热流 的 涡 度 运动 ， 


m = Au + AU- u PND EES, (3.1) 
ulx,t) = g(z=),= EIN,t > 0, (3.2) 
wz,0) = uor), € Q. (3.3) 


其 中 0 为 二 维 光 滑 有 界 区 域 ,e > 0 为 参数 Q x RR t p 2. 
名 :9 一 ?为 光滑 的 ,有 目 1 g(x)|= 1,x 90, 自然 设 相 容 条 件 
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满足 :xzo(z) = glr) r EIR. 
方程 组 (3.1) 一 (3.3) 可 看 作 一 - 般 (jinzburg-Landau 方程 和 超 
导 理 论 的 Ginzburg-Landau 方程 的 模型 方程 , 当 上 一 oo 时 ， 
(3.1) 一 (3.3) 的 解 u TEARM u., E ERER ZA 
E, (u) = 4 [vt e . (3.4) 


的 临界 点 ,这些 在 $2 中 我 们 已 经 详细 讨论 
J .vew-5l 等 运用 渐 近 展开 的 方法 TRANNE 


m; a (t) 二 一 Vu (a),i = 1.2, d, (3.5) 
其 中 m; ~| loge |, a;(t) i = 12 pcd WIRE, a0) = a;, 


2 
W.(a) =- x Dlogl a =b t3] Plg Ag.) — m 2. S R(a,), 
=i 


(3.6) 
D 为 如 下 问题 的 解 
d 
A@ = 2rd, ren 
J=! 
(3.7) 
Əg 
P =gAg 7 EIN, 
S 
R(x) = lr) - > log | r -a;l. (3.8) 


我 们 先 研 究 在 有 限时 刻 ,方程 组 (3. 1) 一 (3.3) 具 初 值 wo 的 解 
当 e — 0 时 的 形态 . 

假设 3.1 

(Í uo 是 光滑 的 ,和 目 | uolo) ILIE. 


CIDE Cuo) < zdlog 一 + Ki, K, 为 正常 数 . 
| Cede Luode < Ka, K, HERM, pla) = dist(x， 
[bisbal ), H bieb AO PRELE, E, (u) =f ew)ar. 


在 假设 3.1 和 关于 g 和 0 的 假设 下 ,， 初 边 值 问题 
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(1.1) 一 (1.3) 有 惟一 的 光滑 解 a (z. ,进一步 
d _ RE )| da 
jE (W(t)) = = a grel Tt T, 
因此 
spf | Zula, | dede + Estus) 


< E, (uo) < zdlog + +K. (3.9) 
由 伸缩 变换 和 通常 的 抛物 型 估计 , 易 得 


<S, (3.10) 


其 中 常数 C* 仅 依赖 于 g 和 ,zt 2. RIR (z) = uoler) 满足 


| vála - x ala | < K, (3.11) 
x y 


则 (3.10) 对 0< ; < e? BA, ER, AA C. 还 依赖 于 K3 和 a. 
H (3.9), (3.10) 推出 ,u(x,1) € S AK): lu:@Q 一 
R?;( i )u € H(Q),u = gr € IN; | ulr) I< 1,z ENA. 


| Vu(r,t) 12 + (uces) 


| V ulz) || 7 + sup 


(Ñ ) fl Iulo) <i, € (Y.M l u(r) |< ,rE ,zr 
zo I< àe. ( i )E,(u) < zdlog L + K|. 易 知 


已 (u( ,1)) > zdlog + -CL 


l], 
其 次 ,我们 计算 可 得 
ij eu) e,(u,(z,t))dz 


因此 


a | 
zue Tt) dzrdt < C, + Ki. (3.12) 


<4f Xz) | Veu | dz + 2| É d 1 
S gje = eu | dz +2| iue, dx, (3.13) 
其 中 我 们 用 到 了 | Yo(z) I< 1,z € 0, 因 此 
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| 2 Ue 


对 任何 TE (0,2) 和 任何 $ € (0,80) AF 
260 = min|! 6;— b, {,dist(6;,00) :7 Æj, is] =1,2,.…,qd1}. 


2 
dxdt + K>, (3.14) 


SMAN ÚB). J.r = Q x [0, T], MG.12) 和 (3.14) 
H u, € Hh, T), R. 
Jetulz, dr S C(0.K I Koel Yt C [0,T] (3.15) 


为 了 研究 初 边 值 问题 的 解 上 和 当 e 一 0 时 的 浙 近 形态 ,我 们 
需 对 初 值 uo 作 附 加 假设 . 

假设 3.2” 初 值 ulr) 当 s 一 0 时 收敛 于 
l 天 二 和 x 2 e t, 


j=1 


其 中 a (a) € Hi(0). 

现 对 任何 序列 s, 一 0, 存在 一 个 子 序列 , 仍 记 为 ev, 使 得 
we (r,t) — u(r,t) 在 HLC \ | bist b bal x 2 t) pK, 
且 在 Lu (人 x R t) PERK. 这 是 由 于 | w(tz,t) 1< 1, nj uk 
lulz, t)i =la eE () x = * E. 


Bu, A Žu, = div(ue A Vuc), (z, .) € Q x R * WEE 


3 
> = = Vu tl Vu lugo (za) € ON Nb b | XRT, 


uo(r ,0) = H EEG e, (3.16) 
uo = g, T € ən x + 
因 zo(zyr) 的 像 位 于 单位 圆 上 , 函数 zz t) Æ O N\ (biba) 
x 及 + 上 光滑 . 进 一 人 wa 12) 和 (3.15) 推出 ,对 任何 上 > 0,0 < 
S< so E degluolt t), 3B (b,)) j = 1,…,d ,都 是 确定 的 ,由 假 
设 3.2, 它 都 等 于 1. U. 我 们 能 写 
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b 
uolr,t) = l pi e, (3.17) 


显然 有 
了 OCT = Ahar, t}, (r,t) e ON |b i, bal x R 1, 


h (a. t) = haler) r C€ INX `T, (3.18) 
h (r .0) = halar), 
这 里 我 们 不 知道 hor) 是 否 在 Q x ， “上 满足 热 方程 ,也 不 知 
道 如 此 ho(r,t) 能 否 被 ia (zs 的 一 切 序 列 的 极限 所 决定 ， 
定理 3.1 满足 (3.18) 的 函数 hl(.r ,rt) 满足 
spf he | Pr) dede < C, 
这 里 常数 C 仅 依赖 于 g,Q2 入 = max(K i, K2, K3). 特别 
hlr, D fE Q x 1* 上 满足 热 方程 , 推 之 有 
- bj 


— etot) 
工 一 y | ` 


u (Tr .1) . 


J=1 


在 L(A >x t) 强 收 敏 ， ak Hi, (QN: bit ba x t) E 
收敛 . 

证 EAM u € SA.) Bi By 为 给 定 的 球 , 令 本,…， 
xa 分 别 为 球 吕 | ， ai ` Wa, 则 有 


e€ — Í), 


ala) = |! aao. Pela ).V r € 0, ÚB = A, 
` J 


T 


(3.19) 
其 中 he(x) 为 在 Q, 上 确定 的 单 值 极 数 ,此 


< e, (z) s< l,x ER. 


如 helr) € Orla C 30 M| n. 可 惟一 确定 ,(3.12) 是 成 立 l 
的 , 因 

deg(u,0B,) = 0 = d + 1, N 
一 方面 ,我 们 有 
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E 


ad 
| oa < zx ` alog " t+ C(A,K), 


另 一 方面 ,有 
|el u dr 之 


el VOE +o Vh I +262V0. Vha, 


其 中 0, 为 Q. 中 的 多 值 调和 函数 


d 
4 r-a 

e% = [| — 
i |a o | 


因 | Valz) Ke, r € (Q ,我 们 有 


1 
3 ) 2 2 1 
| lo; — 111 Yo. < l| O. -DD de | IN 12 


n 


E 


1 
< CK, Oe Yr (log) ,a < L 


E 2 
因 
d 
| | Vo. I? > rX alog 1 - C(à,K), 
£ j=l 
我 们 有 


fe | Vh, 2 +20 V0 Vh) < C(A.K). 
n 
类 似 有 
| |o — 111 vol V h, I< O(1) || Vn. | Po) 
ü 


为 证 | | Vas 2< CA, K), tit 


f V 0, ` V h.d< 
gA 


是 有 界 的 ,我 们 计算 
N 
` 可 s Ü 20. 
[va . V h, - | h E + 、) O, 一 下) 2 < C(A.K), 
2 30 Yy y dy 


2513 
1 B, 
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eb = | -这 里 我 们 用 到 了 


9 . 
E 4 = 0, lh 一 I< COAT KK) 对 每 个 DB = 1. Ne 


2B, 


我 们 应 用 上 述 原理 对 于 每 一 个 图 数 u(r, t) € Ss(4.K)， 
t > 0, 从 (3.15) 知 和 一 ps>0) 二 1,…,d, 因 对 几乎 处 处 的 


b 
t.u. (x,t) — lI Try ae OAR holat) H h. (x,t) 
n j=1 


在 Hi(0Q) 中 的 弱 极 限 .为 确定 计 , 设 110( zo) € (0,27), ro € 3N, 
因此 | l Vho(z.t) Pdr S CAT K). Vi >0, H k 5 


hoan Æ O x < 上 满足 热 方程 ,由 此 得 到 定理 的 结论 . 
upi 


一 二 SU, = AU, + 5U- IUP, 8 nx 1, 
€ 
U. (r,t) = glz), (z, ) EINX ZT, (3.20) 
U(x,0) = U(r), t ER, 
其 中 Q 为 ?中 的 有 界 光滑 区 域 ,e > 0 为 正 参 数 , U4,g 和 [为 
R ?中 光滑 函数 ， 1 g(r) |= 1,x EIR. 
设 Q(x) 满足 假设 
K 


E (U?) < ndlog L + K, I VU: < (H) 


log 


BU) 1] ! — 在 H(A\ 1 中 弱 收 敛 ， 
j=1 j 
d 个 不 同 的 点 .51，…,by 在 (2 H, h E H!(Q),d = deg( g ,902), 
g:9Q 一 Sl. 
定理 3.2 设 U.(x,1)(e 一 0) 为 问题 (3.20) 满足 条 件 (日) 的 解 ， 


> alt) aa 
则 Ulz, t) > U.(r.t), Us (r,t) = ig Te B (z) 


E HCO N lalt), a (t) PIA, > 0,e — 0. 其 中 
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Qaj(?),j = 1,2,…,d ,为 2 中 不 同 的 点 ,Ahs = 0.2 € Q,U. = 
gx C€ 00, 更 进一步 ,a(t) = lai avi) 满足 微分 方程 
Laca) = ~ gradW,(a). > 0, 
a(0) = b = (bj, ba), (3.21) 
其 中 W,(a) 已 为 (3.6) 中 所 定义 . 
证 “我们 首先 注意 到 , 只 需 充 分 证 明定 理 在 0 委 上 委 8 上 ,其 
中 8 = ó(K,g,0Q) > 0. 
对 每 个: >0, 令 S, (1) 表示 一 切 V 的 集合 , 即 存在 一 个 序列 
En 说 0 使 得 Us (x,t) 一 V 依 L*(0) 模 .由 下 列 的 引 理 . 
引 理 3.311 (EKKE) F U, € S,(a,K), 则 对 任何 
序列 e, 0, 存在 | LU: EN 


i- p) 


= 站 r- — | 
E L(A) PERKAME HLI (O N bebal PRA, 这 里 
lb, b l 为 2 中 4 个 不 同 的 点 ,h(x) € HA). 
我 们 看 到 ,如 果 VE S. (z), W 


; blt) ,> 
V(x) = II ERAT eto, h € HON), 


CORATO 39 Q tha EN E EE AAE: 
HLN b0) Ol PREF V.R. IA lir < Clg,K,0). 


S Alt) = ilt) = Wa) ebu, 存在 VE€ 
S, G), H 


d — 
V(x) = TI T t) o, 


ji Lgo bE) | 
[1] 中 定理 $.1 推出 Hausdorff EE (A (t), A (z +At)) < 
nAt), Yt > 0,At >0,7(Ar)— 0, At >07. 
进一步 由 引 理 3.3 可 知 ， 
dolt) = inflb,(2) — b; (r) dist(h; (2),00), ,7 = lyd, i Æj} 
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>ô = (kK,g,N) >0.V: >Ü 


2 R 
$ Ro = ŽERA = 8(K,g.0), 使 得 7(8) < 全, 则 对 


< 有 A C By alb), b = (hj, '. bai). 


对 任何 j= 1,2,:…,d,RE [Ro Ro | ,我 们 有 


. 2， 
l 2 l ji ` dy 
一 5 | aur-mprsd | I VU, ey- z ` VU 
pth) PBpth,) Bgt) 
JU 
- 一 -一 = VU. 


log 上 B.G) 
€ R 


l d | 1 3U, |? 
Km xr `e (u)dr = 了 了 一 £ 
l 1 dt ya) [o +) Bolh) dt 
1 IU, E IU. aU, 
el a, EP V Usd. + wl, w J, 3; ° 
€ R j Ë € R`“; 
R 
对 RE |Z R |, BD r BA LOD = gla) + 有 (1), 其 中 
R. elU} _ e(U)(o) 
G) = | z- | 1 l |dzdR， 
R2 BZ) og = og < 
t R 
g (t) =-| | "( | G.(U) )dRar, 
Rn ?BR (6 ) 
' (| U, GA, l 2U. 
G, (u) = = v+ | VU, 1 J | VU., 
h(t) = -— Ñ J m f cj -于 | dzdtdR 
° [log 1 — j Bg) 
, JU, IU, 
t : 了 | | d dt rdt 
Rolog E NB ah) y . 
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由 引 理 3.3 和 A.(7) CC Bp alb) 有 
r 1 opa 7 3 
| G(u) | dr < | jt U | - I+ I VU É |dr 
Be Be 285) Be a nb) 


< C(K.g.0). 
因此 ,g.(7) 在 [0,61Lip 连续 . 且 对 e 是 :一致 的 . 


同样 ,由 | |. -4 | 5 |  drdr < C(K , g, Q), RTE h(x) 
E 


= 0( 一) YOS t < HER e, = 0E a (2) 一 go(1) 一 

log 一 

致 收敛 .因此 golt) 在 [0,6] 上 Lip 连续 ,于 是 A Ga) > G) Itt — 
致 收敛. 

SG): # V(z) = |l 


71=1 


U,C)! 的 子 序列 ,u(x) = ue (x,t), WK LA) 强 收敛 于 
V(z), 和 依 HECO N laesa) SIAF Vlr). 
A(t) = lalt) = (a (2), at) EE V(x) E S(t), V(x) = 


1 E eO AE Va) = | nO Eso, 


TETELU, Ces) | RERI Us IIR HIN 1b, baD) BKA 
于 V(x), 对 此 子 序列 , 易 知 


e (Ue) > xr VY (0). 
log — 1 


zdj petao) € S(t), 如 存在 


lra; 


EE, fe C) > alb) b) = goU) ,这 就 推出 4(z) 仅 含 有 单 
点 , 表 以 a(t) = (ailt), al(t)). 


最 后 , 由 [1, 定理 5.11] 有 | G (Udx 收 化 于 


N y e 
Bi N Ba 21) 


* 575 ° 


xRo 


7 V. W,(a(t)), 对 几乎 一 切 上 > 0 成 立 . 


令 65 = a (0), D 
xm(a (r) — a; (0)) =- z| 了 wwWs(a(r))dr， 


Q 
da (t) 
dż 


a;(0) 一 b.) = 1.2, . d. 
因 a(z) 惟一 地 由 (3.21) 决定 , 初 值 a(0) = 65, 易 见 
lim f(t) = lim g (ti) == alt), 
e—=0 E- >0 


=- VaW,(a(t)), 


定理 得 证 . 
考虑 Ginzburg-Landau 热流 问题 . 
9 
村 = AL, + U1- IUP EQNxRt, 


U(x,t) = g(r),r € oN,t > 0, 
U(x,0) = U(r), x € (2. 


(3.22) 


(3.23) 
(3.24) 


这 里 0 为 二 维 光滑 有 界 区 域 ,e Ma 为 正 参 数 ,U.:0 x É + 
R2,g:9R — X WRH, E | g(x) |= 1,x € 90, 且 设 满足 相 


容 条 件 U(r) = g(z),z EN. 
对 于 初 值 作 如 下 假设 : 


(i)1 RC) EI, I VU) IS K/e,r EQN, 


(DELUD = 5f L VU? 2 G -Dd 


< ndlog + + K, 


D| e2(z)e(V))dz < K 


其 中 p(x) = 一 dist( z, Ksa . sba) beb HO 中 的 不 同 点 , 且 


U9( x) -II e eh E HEC N 151，… 


sba!) FIS 


收敛 ,这 里 K lam. 与 < 无 关 ,d > 0 为 映照 g 的 拓扑 度 ， 
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g:90 — S!. 

在 [3] 中 证 明了 如 下 结果 . 

定理 3.4 hi À, = 1, M £ > 0 BF, 初 边 值 问 题 
(3.22) 一 (3.24) K U r,t) 在 HLCA lbies ba) PR 


AF Uslar.) = Hl: EETA AD XERRA Crt) 满足 
S = Ah, r d) ERX `, (3.25) 
hlr, 0) = h(r),r € (2, (3.26) 
il EETA AD = g(x), x € IN. (3.27) 


j=l 


H À, — œ #l à, ogl/e 一 oo 时 (s 一 0), 则 初 边 值 问题 的 解 
a — h. 
U, (Cz, t) K HRCA N lorba D RAAF [| —— am, 


其 中 Ah。= 0,x € Q,a = ia ez 为 重 整 化 能 量 W (a) 的 
临界 点 , Wela) 定义 为 


We(Czizzzdy) =- 2 log | +; — z; |— ÈR) 


+5, (R+ Plogl s I)e A g, (3.28) 
j=l 
其 中 


IR 


AR = 0,z ER, 
d 
Jy TENE ay (Xlo |z = 1), € an. 


最 后 ,如 A, = log% 1 4 e — 0 Ff 


U, (x,t) I = 


= 1 za; (+) |° 
…,aa(t)|) PEA, Ye > 0, 
Ah. (r) =0, x €E (2, 


x) Æ HCN N |a) (t), 
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(3.29) ` 


d 一 © 
e =~ gradW,(a(t)),0 < t < (3.30) 


a(0) = b = (bis, ba). 
在 [4] 中 对 于 钉 扎 问题 ,考虑 如 下 问题 


2 
u. paal NU) + uü- SAD z.) € nx R*, 
(3.31) 
U.(z,0) = U(r), <€ Q, (3.32) 
U(r,t) = glz), XE 0Q,t > 0, (3.33) 


其 中 alr) 为 正 的 C? 函数 在 2 E. 
初 值 U? (z) 满足 如 下 假设 : 


(ADU) > [I E e k HL(GN b, hl) 8 
J=1 J 


KB, (bisbe) 38 Q rh k AEFIA, 27 d, = d 二 deg(g),dj Z 
0; 

AD P V U(r) l? + (| Us(z) 17- 1)2]dz < 
KK ,KK 为 正常 数 , 与 e 无 关 ,o(z) = minll z — b; |.) = 1 

— 1 2L 
(DEUD =F D VUE) +U Ula) P = 1}]dr 
Kil loge |+ 1]. 
为 方便 计 , 设 相 容 条 件 满足 : U2) = g(z),x € aQ. 


定理 3.5 ”在 假设 (Al),(A),(As) 下 , 则 对 任何 0<z< T 
们 有 
一 a; (t) 


U(X, o= zali) pret K HCA N laí(t), 


— a, (t)]) 收敛 ， (3.34) 

这 里 收 敏 理解 为 对 e 的 任何 序列 趋 于 零 , 存在 一 个 子 序列 使 

(3.34) 成 立 . 更 进一步 , 对 任何 极限 函数 R(z,ti), 在 远离 点 集 

lalt) = 1, > 01 C Q x z t, 它 满足 线性 抛物 型 方程 ， 
”9378 ` 


函数 a (r) € 0,j = 1,…,, 满 足 ODE: 
a) =- Va(a,(t)) j= lis, 


de® alaj(t)) ' 
a; (0) = bj, 0=< ¿=< T. 
这 里 工 选取 使 得 a;(t) EBI Q A, Halt) Aat), V0< t< 
T,1,j = 1,…,k. 
对 于 Neumann 边界 条 件 ,我 们 考虑 如 下 问题 : 


(3.35) 


3 SAU, + HUI P, (G) € 0xR:, (3.36) 

U(x,0) = U(r), <€ ñ, (3.37) 

S (za) = 0, <€ ən. (3.38) 
设 初 值 满足 以 下 条 件 ; 


(ADE (U) < rigt + K, | VU | =a < É, 


P 
AUDE A a, =+1, 
依 本 (OA 人 到 BK, (b1, sba) 为 Q 中 的 a 个 不 同 的 点 ， 
holz) € H(A); 
(Alz: 1 TR(z) <| CÜB,(b)C Iz € 0išsr(zan) > àl. 
进一步 考虑 一 族 问题 代替 问题 (3.36) ,(3.37) ,(3.38): 


3 

135 A + EIU D, € 0 x RA >0, (3.39) 
À. at E 

Us(z,0) = Ur), r EN, (3.40) 
9 

elat) = 0,z € an. (3.41) 


定理 3.6 ji U,(z,t) 为 问题 (3.39) 一 (3.41) 的 解 , U? (x) 
满足 假设 (As) 一 (As) , 则 有 如 下 结论 : 
(i) àla = 1, 


d z — b; d, ; . 
U(x,t) -JI Í ti) eP 一 pil thla) 
jal £= 5; 
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依 HOCDANA b. 1 bil) BAK RE h(x, t) 为 如 下 问题 的 解 : 


z =Ah,(r C Dx 3, 
ah ə . (3.42) 
Jy =- zyr EIR, 


h(z,0) = holr), r EN. 
(H ) HH àe 一 + œ, à loge -> 0, — 0, W 
U(r,t)-> ll (t) ohiz) KLEO x 六 +?) 强 收敛 
b; 
和 依 HECO N lbi, -baD BRA, > 0,s ->0, 其 中 Ah = 0, 
36 


rE n= > EIN; 


(H) 如 2。 = log E,W 


U,(z,t) — I (an y ‘ih, (z) 


|z —aj;(t) | . 
依 HL(OQN at - aalt) ) BKA, V 0 < 1 过 TT,e 0, 其 
H alt) j = 1,…,qd AA hd 个 不 同 的 点 ,Ahs。 = 0,z € (0. 
a =- Pew „TEIN. 
更 进一步 ,函数 alt) = (a i(t),- a (t) 满足 微分 方程 
dalt) =— gradW(a),t € (0,T], (3.43) 


H a(0) = b = (6b1,…,ba),T 选 取 使 得 所 有 a;(:) FRENA, 
jJ = 1, ,d,0 < t < T,a;(t) A a(t) ,i = 1. 

现在 Riemann 流 形 上 考虑 上 述 问题 . 

设 M 为 紧 的 光滑 的 无 边 的 Riemann 流 形 , 令 g = g;(z)d, Qd, 
为 M 上 的 度量 , 设 至 少 为 CHE 

了 = An tl P) (a) € MxRt, — (3.44) 

0) = la) a 和 M, (3.45) 

其 中 Aw 为 在 (AM,g) 上 的 Laplace-Beltrami 算 子 . 
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设 PP 为 风 -2 维 的 可 能 和 人 的 C2: TRER, n = dim M, T 
> 0, 设 i 有 1 ,0 过 1 过 T 为 一 族 由 IT, 依 平均 曲率 运动 得 到 的 M 的 
Ti A. C? 他 u (z) 满足 如 下 的 (H CH )(H3 ) : 


(H) (x) V u? 12 + za u? l+- 12 ]dz < 


其 中 K 为 某 正常 数 ,0 Lel, olr) < distolz, To); 

(Ho) u? 依 C? 模 收敛 于 远离 Po 的 映照 (es 一 0), 它 的 像 为 S1; 

(H) $ Toi = 1,…,k, 为 Do 的 连通 分 量 ,6 > 0, 选 取得 使 
得 集合 TI), i = 1,…, 上 ,为 两 两 不 相交 ,这 里 

To(6) = ix € Q:dista( z ,Ty) < ôl. 
令 S 为 9T8(5) 的 柑 入 圆 ,使 得 S 对 TI 的 环绕 数 为 1, 则 我 们 能 设 
映照 al: S -> S! 的 度 为 + 1,( 小 的 。> 0). 进 一 步 ,测度 
到 Yue + 0D?|dz 
He 7 一 一 和 一 一 一 

log - 

当 e — 0° BBS 38 T kw(0), 使 得 (0) < CHL, 这 里 
HLI 表示 (n — 1) 维 限制 于 Po 的 Hausdorff 测度 . 

我 们 有 如 下 定理 . 

定理 3.7 在 上 述 假 设 下 ,问题 (3.44),(3.45) 的 解 ulet) 
依 HE(M i T,) RAFTER u, Crt) XE u(x,t) EET, E 
光滑 的 ,其 值 为 S1 ,满足 调和 映照 到 S! 的 热流 方程 .进一步 ,测度 


FU vi Perse) a HEED ae) 
r(t) = logl /e dx 
KRF ult), tE HLD, < alt) S CHL.. 
考虑 如 于 定 解 问题 
u, = Au +a -Ju Ju, (ra)€ Q x +, 
u(r,1) = g(x), rE€on, 1>0, (3.46) 
u(r,0) = ulr), r€ nn, 


+ 581 ` 


其 中 0 为 二 维 的 光滑 有 界 区域 ,e > 0,u:N -> 2 8:90 — R? 
为 光滑 的 , 且 | g i= 1. Hik ugr) = g(r),x EIA. 

定理 3.8!6 (i ) limue (x ,1) = u(x) FE, H u(x) H 
题 (3.46) 的 一 个 定 态 解 . 

(Ë )lims,(.r) 存在 ,进一步 u(x ) 两 极限 为 & (e), u* (z) 


Zoa d Ë, 
= 1[ (二 = a) et rE QC C ,> 1 d; = d = degreof g, 
l a; j=1 


Ah =0,z“ € Q,u lon = g. 
如 适当 选取 初 值 h(x), 则 有 = ad = 1,j = 1,2,…,d, 奇 
Balai, aa) 为 W, 的 临界 点 . 
( 诈 ) 恰 当地 选取 初 值 u(r), 有 limue (x ,1) = uo(x), uoz) 
具有 形式 


d 


XTX—b . 
d ih (>r) 
xz)= || ea, 
j=1 ET b; | 


其 中 Aho(x) = 0,1 EN, b = (be bi) H Q PRERA KH 
于 ub) PEIE b; Z bi Z j. 


$4 Ginzburg-Landau 方程 和 平均 曲率 流 


我 们 首先 研究 Allen-Cahn 方程 的 渐 近 状态 , MA F 

Allen-Cahn 方程 的 初 值 问题 ， 

1 
ve = AV = L (ve) = 0 "x (0,%), 
| L (ve) x0) 
y = hf, 
当 @ 一 0 时 V: 的 极限 状态 ,其 中 f(z) = 2? — z). 为 此 ,我 们 需 
要 有 关 由 平均 流 运动 引起 的 距离 函数 和 Allen-Cahn 方程 上 下 解 的 
知识 . 
给 定 紧 子 集 T C "ın 位 2, 选取 连续 困 数 p: n q 满足 
[es = ia € "| g(ar) = 0! (4.2) 
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g 在 某 个 球 外 为 常数 . (4.3) 
考虑 如 下 平均 曲率 发 展 方程 ， 
fa 0 ay aa 1x (0) (4.4) 


u=g, "x It=0!. 

对 于 方程 (4.4) ,已 经 断言 :对 于 u 的 每 一 个 水 平 集 依 平均 曲 
率 流 发 展 ,至 少 在 Du 关 0 的 区 域内 u 为 光滑 的 , 且 存 在 (4.4) HE 
一 的 连续 的 弱 解 ,定义 紧 集 

P. == |z € R" | u(z.i) = 01,: >0, (x) 
RRIT, | r20 为 水 平 集 ,从 Po 开始 依 平 均 流 运动 . 

Qi = infle > 0 [r = @| 表示 熄灭 时 间 , 对 任何 有 限时 间 

0 雪上 过 上 ,让 

dzt) sdist(r D), t € 8”, (4.5) 
EPER” Pr 8T, 的 距离 ,由 的 连续 性 推出 也 . 为 非 空 的 , 函 
数 d 对 变量 z 是 连续 的 ,但 对 时 间 1 可 能 是 不 连续 的 ,例如 工 可 能 
分 裂 为 两 块 ,其 中 之 一 在 另 一 个 之 前 发 展 成 为 空 集 . 

命题 4.1 

(I €e n 0< < t", 

d(x,t) < lim infd (w,s). 

(FrEE, 0 < < t*, 

d(z,t) < lim d(y,s). 
sy 

证 (ER CE" ls IS C [0 r 8 y — x, 
s 一 上 和 

d (Yks s|) —liminfa(y,s). 
r, 是 紧 的 , 非 空 的 , 则 存在 一 点 xx € 了 [使 得 
dl yp Sk) = dist(C vk, D. ) = yzl, k= 1,2," 
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我 们 选取 子 序列 | zk i IC lzrig=l 8I— n z € z" 使 得 z >z, 
x Zk E r; 时 ,wu (zx, se) = 0(k 一 1,2,…), 推 之 ,u(xz,t) = 0, 因 
此 ,zx E€ T,. TE 

düz t) = distr, D) |z — z 1= lim | Ye T Zk, | 


= limd (yp, s) = liminfd(y,s). 
j> f N ma 


这 就 证 明了 ( |i). 
(2) 为 验证 (四 ), 设 d(x,1) < lim sup d(y,s), 选取 [yy 12=1 


sf 


CC ,1 (一 [0 ,7 满足 Yk > x, Sh A t H. 
d (sk > se) > lim sup d(y,s), 则 存在 +r € > 满足 


str 
dlxr,t) <r <dlyrss) Vk ZIK, k Eko. (4.6) 
特别 ， 
B(y r) C[# d AT. k Z ho. (4.7) 
S B(y.r) = As , 设 iA1,>, 表示 球 As 依 平 均 曲 率 流 发 展 的 子 
序列 , 则 由 (4.7) 推出 入 ATD, = Ø, Vs > s, BERRA, 
A = B(y,ry(s))(s, < s < RF r,(s) = [2 — 2(n - 1)/ 
(s 一 s) l!l, 4 A N T, 一 Ø 时 ,推出 duy.) = re(t)(k = ko), 
Z k— o Rdl, t) > r 和 (4.6) 矛盾 . 
EH 4.2 ÜZ d 为 距离 函数 , 则 
d, -Ad 20, {td > 0 Z "x (0,27). (4.8) 
如 工 依 平均 曲率 光滑 运动 ,直接 计算 验证 d, - Ad 20, EE T 
的 区 域 ,a 为 光滑 的 ,实际 上 ,函数 4 为 热传导 方程 的 整体 上 界 ( 弱 
解 ), 即 为 夭 性 解 . 
证 C) HERRAR p E CC "x (0,so)), Hi 
d- $ ERC roto € 57x (0, ) 上 达到 极 小 ， (4.9) 
其 中 
d(xo0,10) > 0. (4.10) 
我 们 必须 证 明 
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$, -Ag 这 0, 在 (ro,zo) E. (4.11) 
(2) 如 必要 加 一 常数 于 $, 使 得 
$(ro,to) = dlro, to) == ó > 0. (4.12) 
由 于 (4.9) 和 (4.11) ,我 们 有 
dlx,t) > $lz, t) rE: 0 妈妈 tt (4.13) 
选取 zo € T, 使 得 


d(ro,to) = | Xo z0 i= 6. (4.14) 
利用 旋转 坐标 ,可 设 
xo = zo + Ñe, (4.15) 


其 中 e, = (0,0,0,1). 2 
px,t) = $lx + zo — z,t)-8ô, x € > 2 t > 0, (4.16) 
则 
p(xzo,t0) = 0. (4.17) 
(3) 我 们 断言 
ly >0 Zld >90. (4.18) 
为 验证 这 个 结论 ,选取 任意 点 (rr) Ex (0,zt"), 其 中 
%(csi) 为 (4.16) 所 确定 , 则 由 (4.13),(4.16) 有 d(x + zo- zos 
t) > plr + zro- zot) >Mar, t) =0, 则 E < d(x + zo — 
zo) —- d (x< ,t) SI zo~ zo |= 6. rir B S (4.18) 成 立 . 
(4) 现 验证 
D$(xo,ito) = ep, (4.19) 
$, e (Tosto) < 0. (4.20) 
事实 上 ,由 (4.12),(4.13) 推出 
grto) ~ ó(zo,t6) S d(z,to) — d(xo,to) 
Kir- + 1,z € n. 
推 之 , | D#(x ,10) I 委 1. 另 一 方面 ,考虑 数量 函数 锡 () = Alzo + 
senst0)(s > 0), 由 (4.13) 有 
Ols) < d(zo + sep to < 8. 
因 zo € Do. EA @(s) = Alzo + õe,,to) = d(xro,to) = ë, 
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G (6) = 1,8 (8) <0. 
即 有 $, (rosto) = l,.$,, (za,to) < 0. 
(5) 再 回 到 主要 任务 . 验证 不 等 式 (4.11). 必要 时 ,可 置换 u 
为 | u |. A6 
u 20, (x,t) € ` "x (0,2%). 
Aid > 01 = lú > 0 由 (4.18) 推出 


iy >00 C iu >0， (4.21) 
我 们 构造 连续 函数 %:[0,co) 一 [0,c) .使 得 
(0) =0,ó(z=) > 0,<= > 0, (4.22) 


plz, t) yu(z,t)), (zst) EE(z0,i0). (4.23) 
E, = jr € &",0< < t" | ya, 21 z — xo |< 1, 
| f — to | <1l! „k= 1,2, WW = infu IH (4.21), Beh 
= B = :-* >0,R# lm = 0, 因 ulz, 10) = Yl zosto) = 0, 选 取 
FFAA 1; C (Ped k= E B, > Pe G = 1,2,…), 定 义 4:[0， 
oo) — x, 
PCP, ,7 = +L ° J = = 1, 2,: 

4 在 [8 Pr, ] 二 是 线性 的 则 如 (Cr ,1) € Er \ E, ,因此 在 
集合 | 
ÜE, \E = o <y< A 
(4.23) 是 正确 的 , 因 (4.23) 在 iy <0) 上 是 平凡 的 ,我们 推出 

(4.23) 对 所 有 点 靠近 (zo ,zo) 是 对 的 . 
(6) 可 让 y(u) 为 平均 曲率 方程 的 解 .由 (4.17) ,(4.23) 推出 
plu) — ó Elzo to) 具有 局 部 极 小 .我 们 有 


二 00 Elot) E, 


| Dy | 
依 (4.16) 
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由 (xz0yt0) 一 brosto0), Dy zo,to) = Dé(zo,to), 
D° (zo, to) 一 D °P. royzto). 
因此 ,由 (4.19),(4.20) 得 到 
9, $, 


i T a) Éa -$,, 20, Eleto) E. 


$ -A$ = é [ 3: 
这 就 是 不 等 式 (4.11)， 
以 上 的 证 明 可 给 出 一 个 几何 解释 .基于 (4.16),(4.19) ,集合 
iy = 01 为 靠近 (zo,zo) 点 的 光滑 超 曲 面 S , 它 正 切 于 集合 了 (可 能 
不 光滑 ) 于 (zo,zto) 点 .从 平均 曲率 流 方 程 解 的 定义 有 
pr 一 |ò; 人 z: 0, 在 (zo,z0) E. 
这 意味 S TEC zo, to) 上 的 速度 之 S 在 ( Zoto) 处 的 平均 曲率 (mx -1 次 ). 
附注 ,事实 上 4 为 热传导 方程 : < :*” 上 的 上 解 , 即 有 
d,—- Ad 宇 0,ld >00 "nx (0,z*]. (4.24) 
为 验证 这 个 , 设 对 上 述 的 $5 有 
d — $ fE(zo,to) 上 取得 极 小 . 
其 中 to = 1* ,d(xo,to) > 0, 通 过 修 定 ,可 设 4d 一 $ Elro to E 
到 严格 极 小 .给 定 s > 0, 记 


Prt) = 


Ba 是 下 半 连 续 ,$ = 一 o0,1 = r" ,d - FEl) € "x (0, 
t”) 具有 极 小 , 且 

Le > Toste > to = te 一 0. (4.25) 
因 d(zo,t6) >0,d 为 下 半 连 续 , 我 们 有 dlre, te) > 0,e 充分 小 . 
由 定理 4.2 推出 . 

E -AF S0, Ellr) E, 


AD Elre) = Ale) = Ea S Aler). EE, g -Ag 


> 0, Elte) E.S e ->0, 即 得 
我 们 利用 新 的 符号 , 设 Tu 为 有 界 开 集 UC "的 边界 ,选取 
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rE "0 < <". 


>0,z=€ U, 
glr) = 0,z € l, (4.26) 


<0,r € - "— U. 
解 平均 曲率 方程 (4.4). 定 义 
[= irE€E SU l u(r,t) >0}, (4.27) 
,= 1xrE S" l u(r,t) <0. (4.28) 
由 于 (* ) 和 (4.26), 可 把 1, AE ARR”, O, 为 “外 部 ”. 记 
I= |(x,t) € š2"x (0,eço) | u(r,t) >20], (4.29) 
Oi(zr,t) € "x (0,ço) u(r,t) <0}. (4.30) 
改写 


dist(x,T,), x € IL 
d(+,t) = e ET, rE =”, OK< #*, (4.31) 
- dist(x,T,), x € O,. 

则 定理 (4.2) 可 写成 
定理 4.3 iZ 4 为 符号 距离 函数 , 则 
d, - Ad 之 0,T N(R "x (0,:"]), (4.32) 
d, -Ad <S0,0 N ("x (0,t* ]). 
显然 ,da -Ad = 0, 在 了 上 上 . 
下 面 ,我 们 利用 符号 距离 晴 数 4 定义 Allen-Cahn 方 程 的 上 、 下 


解 . 
取 单 位 体积 的 自由 解 下 为 
F(z) = (e - Dzze . (4.33) 
因此 ， 
f(z) = F'le)= 22- z) ES., (4.34) 
对 于 自由 解 常 微 分 方程 


q (s) = f(o(s)), 


lim q(s) == 1, c (4.35) 
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具有 显 式 驻 定 波 解 
g(s) = tanh(s) = Gols €E.: 
利用 等 式 
, > 4 
la (s) = sech (s) = (了 ， ， EE. (4.36) 
g (s) 三 一 Ysech (s )tanh(s )， 
对 固定 0< 3 区 1, 考 虑 光滑 辅助 函数 g — = 满足 
(niz) =- 8,- < >x < 6⁄4, 
sglr) = z = 8.: > 6⁄2, (4.37) 
o< 7 <C,l y | SCE, 
其 中 C 为 常数 ,与 ó 无 关 . 
附注 : 因 我 们 想 要 构造 Allen-cahn 方程 的 上 解 ,我 们 需要 再 定 
义 a 在 集合 1d < 01 上 , 依 定理 4.3,d 为 热传导 方程 的 下 解 , 这 是 
我 们 引 和 人 辅助 函数 7 HEH. 
BID lo 为 平均 曲率 流 运动 ,a HENK SEN AA. 
引 理 4.4 ”存在 常数 C 5 ó 无关, 使 得 
(d), - Ald) >- C/6,.."x (0,r* ], (4.38) 


(d), - An(d) >0,id > ĈI C "x (0,:*]. (4.39) 


证 (IR $€ C”(R"x(0,%), 设 ny(d) - $ RARR 
小 在 点 (zo,to) € 六 "x (0, E. 
(2) 设 d(xo,to) > O EE e > 0,5 
p| (z) = lz) tez, € > , 
pe = (w) !, 
则 (d) 靠近 (zo,to) E FFER, pld) 一 名 在 (xe ,te) € R" x 
(0,:") 点 上 具有 极 小 值 , 且 
Te > Lo, le >to, E >Q. (4.40) 
如 必要 可 加 一 常数 于 $5 上 ,可 设 %(d) - $ = 0, 在 (zs 大) 点 
上 .因此 y (4) > $, 
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d> plp) = #,V(r,1) 靠近 (x,,t) 且 在 (xz。,te) 上 相等 . 


(4.41) 

因 dzo,zo) > 0,d 在 靠近 ( xo, to) 处 下 半 连 续 ， 

d(xz t) >0, 任意 小 的 e > 0. 
依 (4.41) 和 定理 4.2, 4 
-Ay 之 0， EÆlrot) E. 
即 有 
pe(B) CR, — A$) -pg | D$ 1 220, 在 (zs,te) 上 . 

(4.42) 


PE = TDL, 


H (4.42) 和 (4.37) 有 
$ - A$ D>- felge (AY 1 DEI = — Y (gf) ! DSL 


>- CA. (4.43) 
利用 这 个 计算 及 (4.41) 可 得 | Dy? |? < 1, e 一 0 可 得 
f- A$ S- E Elot) E. (4.44) 


(3) 设 d(zo,to) 委 0, 因 以 是 下 半 连 续 , 有 nd) =- ó 在 集 
&llz- zol 委 om-o 所 :所 1 上 ,>0, 因 此 
é Croto) 220, D°$%(xo,t6) < 0. 
于 是 
$ -Af$20, 在 (x0,10) 上 . (4.45) 
(4) 如 3(d) =-# 在 (zo,t”*) 达到 极 小 ,用 定理 4.2 后 的 附注 ， 
可 知 断 言 (4.38) 成 立 . 


(5) 为 证 (4.39), 设 d(xos10) > ŽIA e > 0,d (xeste) 


> 了, 由 (4.37) H (g) = 0, 在 (z.,1.) 上 .用 (4.43) 可 得 
(4.39). 


利用 g ,ad 可 构造 Allen-Cahn 方程 的 上 解 ,为 此 , 取 待 定常 数 
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a,8 >0, 记 
n(d(r.2)) tat ) +e9ERNR2 0 和 < 上 . 


(4.46) 


W'(z.nD = ql 
E 
AREA 7 ATERS, E RA W. 
定理 4.5 存在 常数 a =al) >0,8 = B(ó) > 0 fll ep = 
€o( 8) > 0, 使 得 
W: — AW: + 3f( Wr) 0, "x (0,1*], (4.47) 


VY0<e 志 60. 男 外 ,a,B = 0(6),6 一 0. 
证 (1) 选取 $€ C”( "x (0,%m)), 且 设 
W 一 $$ 在 (xro,to) € R”x (0,1”] 达到 极 小 ， (4.48) 
W -$=0， 在 (xo,to) 上 . (4.49) 
我 们 必须 证 明 
b -Abt AA 之 0, 在 (zx0,10) E, (4.50) 


其 中 se 充分 小 , 仅 依赖 于 5, 但 与 $ 无 关 . 
(2) 记 

qile) =ks[1= š), -1< < <1. 
E jy(z,i1) = sq 1($(z,1) - 归 ), 这 个 函数 在 靠近 (zxo,tzo) 处 是 
确定 的 . 因 -1< $(xro,t0) -ef = [81 “)< 1, 由 于 
(4.36), (4.46), (4.48), (4.49), 

(d) - (é — af) 在 (xro.to) 上 取得 极 小 . (4.51) 
依照 引 理 4.4 有 


一 Ay 之 a 一 二 ,在 (x0,t0) E, (4.52) 


Pr - Ad Za, Ælxosto) E,W dlro, to) > 5. (4.53) 
OA g= qE) ep, 由 计算 得 
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BETEA _ 2 
(fja | py 12) 


ET 
(4.54) 
利用 常 微分 方程 (4.35) 得 到 最 后 等 式 . 
我 们 必须 佑 计 (4.54) 中 的 各 项 ， 
情况 1 d(xo,to) > 


此 时 4 > È TERE (roto) 处 ,因此 在 靠近 (zxo,to) 处 gld) 
= d 一 6. 则 由 (4.51) 推出 
| DV zo, to) | = 1. 
于 是 ,由 (4.53) 和 (4.54) 得 


固定 0 < + < 1, 使 得 
inf F(z) a > 0， 
m inf g(s) = a> > 0. 
定义 
ó 


q = 4: ,月 = aa | 2 I š J (4.56) 
则 存在 两 种 可 能 性 . 
可 能 性 (i) CAER 
H (4.55) 推出 
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多 一 Ag + 50) SË OU) 20. fe(20, 0) 处， 
e 充分 小 二 依赖 于 56. 
| | 
9 能 性 :( Hi) (全 r. 
人 
— + LAD Staa (r Bl, 00) 
aa 
= Je 
对 于 小 的 s,e 依赖 于 6， 
所 有 以 上 情况 均 得 到 (4.S0)， 


情况 2 d(xo0,10) < È, 


+ OL) 三 0 在 (zto) E. 


于 以 前 对 a 和 有 的 选取 ,此 时 7(d) <- È, B B(4.56) 有 


li 


x Š 
qld) + ata <- Š + + of Sg 


= 2 
因此 从 (4.51) 得 不 等 式 


< £, TE (to,ta) E. (4.57) 


由 定义 (4.56) 和 7 的 定义 (4.37) 可 得 1 DVI 委 C, 在 (zo,to) 上 . 

利用 (4.52),(4.54) 计算 可 得 
s-a + of) > Lig (+f {als))] 
row- (8) sielt) 


H 2” 22 0 #E(— co,0] 上 ,由 (4.57) 和 (4.37) 得 
C f 2 C ， Š C SW _ 
eô? 人 )< 54 [ 1 |< fol- 2e 一 O(1), € 0. 
类 似 地 


. . (4.58) 


S z[2)<Sieo[- 2): O(1), £ — 0. 
我 们 分 析 (4.58) 的 其 他 各 项 如 同情 况 | 的 两 种 情况 .结论 是 
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$, - A$ + 50) >0, #(xo,to) E. 


V0 < eels) eola) 充分 小 ,所 有 以 上 出 现 的 常数 均 与 $ > 
K, H. e (6) 的 选取 不 依赖 于 $. 

现 考虑 Allen-Cahn 方程 的 渐 近 状态 . 

考虑 Allen-Cahn 方程 

K Av + flat) =0, ?x (0,%), 
w= h°, 

其 中 立方 项 £ (4.34) 所 定义 ,初始 函数 h° 由 以 下 描述 . 

我 们 要 证 明 站 -一 1 在 区 域 TfC "xf0,co], 严 一- 工 在 另 一 
区 域 OCz"xf0,co], 交 界面 卫 在 性 内 部 "和 0"“ 外 部 "之 间 E 
由 平均 曲率 流 所 决定 . 

为 了 研究 渐 近 形态 ,我们 必须 选取 特殊 的 初 值 函数 .更 具体 一 
点 , 设 Po 表示 一 个 有 界 的 .连通 的 开 集 U CA" 的 光滑 边界 . 设 do 
为 到 To 的 符号 距离 函数 . 令 


rca) = (2), € ST, (4.60) 


于 是 h EU KEA L E" X UAA -1 RA n R 
有 过 渡 O(s) ,由 极 大 值 原 理 , -1< u <1, (r,:) € "X [0， 


(4.59) 


定理 4.6 ”我 们 有 
2 -> 1 在 了 的 紧 子 集 上 一 臻 成立， (4.61) 
vw —— 1 E O 的 紧 子 集 上 -~- 致 成 立 . (4.62) 


证 (134 P 光滑 时 ,能 选 g 为 光滑 的 在 靠近 Po AE, B. 1 Dg 
= 1, 则 若 6 > 0 充分 小 ,集合 
D= jr ES” glr) = do( r) =— 28] (4.63) 
为 光滑 的 . 置 
PI = z€ “| ulxz,t) =—- 26: . t 20, (4.64) 
AD RREK. BARRAT WR SERA, di 表示 到 na 
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符号 距离 函数 ,2 REI oo KEKE. 
选取 yC) 如 前 . 置 
wa = (CEDE) g, (4.65) 
其 中 ,8 为 (4.56) 所 给 定 ,ti? 代替 1* , 则 对 0< £ < s (ó) 有 
WE- AW + BAO 20, "x (0,42). 


(4.66) 
(2) 我 们 首先 断言 
Wr,0) Ahr), rE”, (4.67) 
为 验证 这 个 不 等 式 , 基 于 (4.60) 充分 验证 
n(do(z)) > dó (z), r&i". 
H F(4.63), dlr) > d (z) +28, KIE y (d0(z)) > n (do(z) + 
28), (x € 及 "). 充 分 证 明 
dolz) ndo(r) +26),r € 8”. (4.68) 


由 dolz) >- $È, dolz) + 28 之 分 ;因此 
(dolz) + 28) = dolz) + ó > dolz). 


另 一 方面 ,如 dola) <- (学)8,(4.68) 是 显然 的 ,7 之- 6. 


(3) i 
W = eW: À > 0. (4.69) 


W,- AW + )W + ETW) >0,3”x (0 tč]. (4.70) 
为 验证 这 一 点 ,选取 EE C”( 有 ”x (0,co)), 且 设 
W 一 上 在 (zxo0,t0) € $" x (0,12 ] 上 达到 极 小 ， 

且 W-$=0 在 (zo,to) 上 , 则 

eW? = W > $,: "x (0,712], 
且 在 (zo,zo) 处 相等 ,因此 

WE? > 4, "x (0,12 ], 
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在 (ro,to) 处 相等 . 令 g = ex ,从 (4.66) 推出 
W Apt 0， Eeto) E. 
最 后 不 等 式 为 
$,- A$ + À$ + EEH) 220， lro to) E. 
这 就 建立 了 (4.70). 
(4) + 


2 FAP ULD) 
2 . 


E 


À = À, = 
则 对 每 个 ,映照 
-àt 
z—> Àz + (exz) 是 严格 增加 的 . (4.71) 


(5) 现 断 言 
W? S, x (0,77]. (4.72) 

的 确 , 反 之 则 有 

WE? < ,在 "x [0,z# ] 上 的 某 处 . 
推 之 ， 

W < xf. "x (0,,2] 上 的 某 处 ， 
其 中 W = e YW’ vy = e` u, KA W 是 下 半 连 续 , 且 
W vu, Es "x |£ = 01 上. 


因此 ,如 有 必要 扰动 WW, 能 设 存在 一 点 (0,10) € "x [0,23 ], 
使 得 


(W — wv)(ro,to) = „min, (W - o) = b < 0, (4.73) 


E >f[0.ry i 
事实 上 ,这 样 的 点 永远 存在 ,因为 
1 > 
H (4.59) 有 


一 好 
u, 一 At + Àu + 3 (eto) =0. "x (0,%). — (4.74) 


如 
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= ob. (4.75) 

WE ChE "xfr0,c)) ,由 此 和 (4.73) 有 了 W — $ Elro, to) 上 
KARD, H W - é = 0 fE(za.t6) 上 ,由 上 面 可 推出 

$,- A$ + A + CE f(g) =0， fE(zo.to) E. (4.76) 


因 5 <0, < v, H(4.71), (4.75). (4.76) 得 
-àt . 
v, — Av + àv + Cyfleu) >0， Elroto) E, 


这 和 (4.74) 矛盾 ,从 而 证 明了 断言 (4.72). 
(6) 利用 (4.72) 和 辅助 函数 Wo 的 定义 (4.65) ,我 们 发 现 
(ee + at 


J+ ER È Ment € ROKE tS. 


E 
(4.77) 
如 qdl) ) tat K-S + ati <- 2 0,IB(4.56).12 置换 1” ， 
则 有 
Ca(zt))+a 
limq | — {rep=-1. 
基于 (4.77) 有 


limu (x ,7) = 一 1， 
在 二 ij(x,t) E "x [0,22] u(r,t) 之 -26| 上 一 致 成 立 ， 
6 充分 小 ,特别 地 
. limv (x ,1) =-— l, 
在 Q 的 紧 子 集 上 一 致 成 立 ,6 充分 小 .内 
0 = UQ. 
(4.61) 证 毕 ,(4.62) 可 类 似 地 证 明 . 
利用 能 量 法 可 证 

vi -> 土 1, "x[0,%m). (4.78) 

事实 上 ， 


a, Ë | Du |? + TEC) Jdr 
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= IÉ ` Du; + WAN 


二 一 efa )* dr < 0, 
因此 
EA [$ | Du |° + FG) ] dr + fl (vY dzdt 

<| l; = | Dh: |? + LF(h ) dr < C < e. 
上 上 式 是 基于 初 值 孙 数 产 在 (4.60) 中 的 特殊 形式 得 到 的 ,由 以 上 不 
等 式 有 

N F(x )dzdt < Ole), e — 0, T > 0. 

R 


可 推出 
(v) —1, 在 及 "x [0,co) 中 几乎 处 处 收敛 . 
特别 地 ,如 GO) = (F )- <, 记 
= G(x). 
可 得 


| IDF idr = Í tY -i Do | dr 
na Eg 


<| [pe r+ ERI Jde < c < =, 

pi idea = | | i (vY -11l | dzdtz 
<f [e + FGF) drd < CT < oo 
NIE T le> 在 BV C (xx (0,T)) 中 有 界 ,T > 0, 于 是 在 


LiG” x (0, T]) 上 准 紧 .推出 | ve 1 .so 在 LL( CxO TPE 
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紧 , 因 此 可 选取 子 序 列 使 得 
vs ->t 1, 7”X 0,.%). 
定理 4.6 的 断言 
v >l, 在 1 中 ， 
v- l, WOH, 
精确 化 上 述 结 果 . 
在 文献 [11] 中 考虑 如 下 Ginzburg-Landanu 方程 
u$ = Aut + Aflat) = 0,- 7x (0,%), (4.79) 


wO, x) = ulr), r € E 4 (4.80) 
4 e -> 人 0 时 的 渐 近 状态 ,其 中 非 线 性 项 /具有 位 势 W， 
W(u) = Fu? 一 1)2,f(u) = W (u) =2u(u2—1), 


在 假设 (A) 下 证 明了 
(a), 一 1, 在 PP 的 有 界 子 集 上 一 致 成 立 ; 
(b)u >- 1, N 的 有 界 子 集 上 一 致 成 立 ; 
(ce)P=PUN 的 余 集 具有 维 Hausdorff 维 数 , 且 它 由 平均 
曲率 运动 所 决定 ， 
其 中 P,N 为 有 ax(0,oo) 的 二 个 不 相连 的 开 子 集 ,e 为 子 序列 . 
对 任意 ò > 0, 存 在 正常 数 K; 和 7 使 得 对 任意 连续 函数 ， 


(A)sup |! wz) 1 pe (drsdi):e € (De [s.+] 
< Kosupl| $(z) 1 er € Rl, 


其 中 
nu:(dr;t) = Ë | Du: (z ,t) |7 + Tw(u(x,t) dz. 


2 
(4.81) 
乘 (4.79) 以 eu ,分 部 积分 得 
E(t) -E(t2) = = ff (i Ydrdt,t, > tz, (4.82) 


其 中 
El) = Ett) -| [$ i Deta) P+ EWC.) ar. 


` 599 + 


计算 表明 ,如 存在 函数 =5 ,常数 A DoI ARARAS RANER 
Sh 


t 
fj 


aoa 


g(r) = tanh(r), | D |< À Ada) =< Álar) < àd), 
其 中 cr) 为 工 到 o9 的 符号 距离 着 数 , 则 E (0) Xf e 是 有 界 的 ， 
it dol) 为 T 到 Po 的 符 FE a ,选取 À > 0 使 得 
do € ŒC) = la € t; l dol) 1< 2A}. (4.83) 
定理 4.7 HE 8, m > 0, 存 在 常数 C1,C， > 0, 使 得 对 


t€ L = [Cem 4) Ce], (4.84) 
有 
u(x,t) — [0892] <a. dala) IXA, (4.85) 


| u(x,t) — signluolr)] (< e”, 4 | d (z) > À, (4.86) 
这 里 g(x) = tanh( r), Ci, C 表示 由 定理 构造 的 常数 ,如 m = 2, 


3 = 于, 则 令 
C; = q [z] (*) 
固定 + € LWX} d(x) € [eCs3,4], 由 (4.85) 得 


u(x,t) >q (12 - > 3. 


如 d(x) > 2, (4.86) 推出 上 面 不 等 式 ,如 ez < 二 .因此 


u(x,t) >, Ye < E kdl) eC. (4.87) 
类 似 地 有 


u(x,t) L- 2 ye <. € dr) 去 -ec (4.88) 
引 理 4.8 ”存在 常数 氏 , 与 s 无 关 , 满 足 
Du (e,t) |< KA. (4.89) 
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证 Aiu, (rt 有 LVYCtr) 令 gr) = 
Lfl), WI VOS r<, 
u(x,t) = [GC,t -o*u Cr) Ile) 
+ | GCs r) *gCs)] (z)ds, (4.90) 


其 中 * 表示 卷 积 ,G 为 热 核 , 即 


G(x,r) = [本 yes p(- L) 


(4.90) 对 x; 作 微分 ,利用 卷 积 和 热 核 的 性 质 可 得 
uk (z,t)|< DG oN, re) hr 


+ 各 VE 
E 


EJ DGC- s- li lgl rde < S= 
其 中 C 为 适当 常数 , 选 r = + - se: 即 得 (4.89). 

现 考虑 靠近 界面 的 形态 , 严格 证 明 (4.85), (4.86). 2 À X 
(4.83) 所 确定 , 令 


ti = Cieta +). (4.91) 
定理 4.9 存在 ,区 > 0, 使 得 对 充分 小 的 e 有 
u(x,t) > W(t ~ tr ,do(>)), (4.92) 


Yz € L,dolz) 和 [eC3 ,1] ， 
u(x,t) >- W(t- ti, l| do(r)1), (4.93) 

V: € L,de(z=) € [— À, — C3], 
其 中 | 


W(d,t) = max [q (= K: K] Ke zef- 2) 
证 RAER (4.92), (4.93) 的 证 明 是 类 似 的 ， 
(1) 基于 (4.83), 存 在 d(x) € C;(23 2) 满足 
d(x) = dolz), Æ | dole) ILÀ, (4.94) 
| d(x) >A, | do(zr) 12 A, (4.95) 


| Da(x) ISL V z. (4.96) 
对 E), p) > OFE). EX 


dle) = Gs eż) - P|), 
-一 一 -一 一 \e 


E J 


ulr,t) = q 


其 中 Cs 为 ( * ) 所 定义 . | 
我 们 将 证 明 对 于 适当 选取 的 &(. ).p(:) 和 充分 小 的 e > 0,v 
是 (4.79) 在 jv 宇 0} 上 的 下 解 .事实 上 ,由 直接 计算 可 得 


I: = u — Av + Afo) 
l ， ; 1 ， 
of eH) rlé) 
+ SLf) - g() | Dd 121, 
其 中 (…) 表示 [ad(z) -eCs- (| / e. 
(2) 因 g(…)= v+ p, p20, q0, vlr, t) 20, A 
Elv > 0l, Ce) < 0,BH(4.96) 有 


Oel Dd Sg Oe) = f(g(::)). 
于 是 在 iv > 01 上 我 们 有 
l ， ; 1 ， 
ETN 


+AU = faee) + Ë 


e’ 
(4.97) 
这 里 8= lq l| oll Ad |l o. 
(3) 置 
n= f(3)= min (uw):u >$] >0 (4.98) 
8 iu > gI >O, 
Æ, /1_ æ _ = 
pe) = Éa (g Eet), z20. (4.99) 
选取 & > 0, BRE 


£ >0. (4.100) 
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(4) 设 
q0) € tal (4.101) 
当 g(…) < £ EFA A ple) iS (4.101) 推出 
Xv=qgee)- pqg), (4.98) 推出 
Folat) = fa) <- up E), 
H (4.99), (4.100) 和 不 等 式 (4.97) 可 得 
B 1 ft ,fz ~ n: 
I<Ë - p | ) Zofi )= 0, 在 lw 宇 0! E. 


E€ 


(5) (4.101) 不 成 立 , 即 


; 
gD, 
则 在 lv 之 01 上 ,gq(…) € [0,4].E 
gg P21 3) =r (4.02) 
令 
a = maxll fF (u) |l:u € [0,1]}. 
v S1 Eju 之 0| 上 ,我 们 有 


F) fa) K alelet) 4)] = apf E). 
利用 以 上 不 等 式 和 (4.102) ,在 (4.97) 中 可 得 
[人 
我 们 选取 EC) 满足 6(0) = 0, 且 
(e) = L[Be +ap(z)- ep (e)] = €T E (z),r > 0, 
由 (4.99) 能 积分 以 上 方程 


were (E fe) 


P gI £ > 0. 
(6) 由 前 面 两 步 可 知 | 
ILO, Elo zN FE. 
由 (4.87) 有 
wlz, t) >>, VE E dn(r) 2 els. 
特别 

vlr, dO) = qg) 一 + < 3 < ° (r,t), V do(r) > C3. 
因 p,& > 0, 

o(r,1— ti) < q(0) = < (r.t), V: C L, V do( z) = eGs. 
因 u (r,t) 20, YVY:€E L ,d (x) >: eC;, 极 大 值 原则 推出 

u (x,t) > u(r,t — t), V# € ,do(r) > eC. (4.103) 
(4.92) h (4.103), (4.87) 和 p, £ 的 定义 得 到 . 

以 上 作 梯 度 估 计 , 即 估计 | Du: | 远离 界面 的 上 界 . 令 t 如 同 
(4.91),d € G3(24) 为 do 的 扩张 ,满足 (4.94),(4.95), (4.96) 
H G; 为 (* ) 所 定义 ， 

定理 4.10 FEK, a >0 满 足 


| Du (>, ESES 4 1) | 


+ exp( -2 d(x) -eC3) |, (4.104) 
对 一 切 充 分 小 的 >0,t € k, | d (z) 12 C3. 
证 s 
N = |(æ,t):t € I, | dolx) |> eCs3l, 
olzr,t) =l D (r.t) 12. 
(1) 微分 (4.79) 并 乘 以 2Due 可 得 


P; -Apt ASe =-2 | Pu | 2 <0. 


H (4.87), (4.88) 
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| uw: (x,t) I>. Yr, DER. 


A 
ó = 2f (#4)= min| f (u): | u 122 1 > 0, 
则 
pr -Ap + 5 e <0, ERA E. (4.105) 
(2) $ 
(r,t) = K ep[- $0 - t1) )+ a( 1), 


HPK > 0,g(:) 是 以 下 方程 的 惟一 有 界 解 . 
—g,(r)+ |l Ad || og,(r)+ óg(r) = 0,r >0, (4.106) 
其 中 g(0) = 1, 则 
g(r) = e 7”,a = (C Ad + [ad] +48). 
(3) 我 们 断言 y 为 (4.105) 在 Q 上 的 上 界 . 


事实 上 
2 
g- Ag. Šg = Ig l Di eT de) + 
agt), 


XE(-)=(1dlr) l- C3), N g, < 0 < g,,, | Dd |< 1,4 
出 (e < 1), 


p- Apto, ENE 
(4) 由 1 Dut | 过 全 (4.89), 可 得 


2 
pasti) > S 2 plast), V idola) I2 eC]. 
因 g(0) = 1, 
plr, t) > K? pt) YidoCr)i= C3. 
(5) 应 用 最 大 值 原理 得 岂 p. ÆN E. 
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定理 4.11 BRB) 成 立 , 则 (A) 成 立 ， 
(B)( i )u 与 AR, BP ub = uo; 

(ji Juo € CCIE), I uote) < 1; 

(Hro = ir € /.u0( za) = 0 是 有 界 的 ; 
(iv) ipf | Dug |> 0; 

(v) lim sup nf | #o6(2) |> 0; 

W 设 A 为 具有 有 限 Lebesgue W JE H.z. 中 的 Bord FE, S 
Q, = |z € Ef: | d (z) IS e003), 

N, = |x € R: | d (z) 1E feCs,4]}, 
Ny = |z € RL: | dalr) ISA, 

A; = ANQ; i= 1,2,3, 


L (t) = |, 5 | Duf (x,t) l dr, ¿= 1,2,3, 120, 


Jtt) =f Tw(e(za))dz, 1 = 1,2,3, £>0, 


HEP a Ca 分 别 由 (4.83) 和 ( x ) 所 定 , 以 下 将 分 别 估计 L, AJ. 
(1) 由 引 理 4.8， 


2 2 


A 2e 2 


1 


因 r 为 光滑 的 .有 界 的 ,对 充分 小 的 es > 0, 1 Q, 1 去 eC,C 为 适当 
的 常数 ,因此 


n+ < [i + 
(2) # l 


人 ),vi>0. 


C, = CI + 1 „t4 = Cent), 
其 中 8 > 0 为 出 现 于 (4.83) 中 的 常数 ,CI 出 现 于 定理 4.7, 则 对 一 
切 : C€ Nia’), 由 (4.104) 有 


2 
| Du° (z ,t) 2 < y|: + exp| - il d(x) |- ec) )], 
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o< ian | p|- (i d(x) I~ Cı) |dz. 


由 (4)， dv = d 在 A E, 在 上 面积 分 中 我 们 应 用 局 部 正 交 坐标 ,wl 
= dot), 因 do Æ Q, 中 光滑 , 则 存在 常数 C ,依赖 于 To 的 (4 — 
1) 维 测度 ， n 


LOS -| A; | 十 Ko |a: eca Cad wi 


5 
< K? 
< > (l A> l+ C), V i € L NE, ®), 

其 中 C 为 适当 常数 . 

(3) 选取 常数 C i, C, 满足 (4.86),m = 2, 因此 对 于 所 有 

| dolz) | 宇 4,t € l, 


W(u:) = ta -PAN 
< 2( u° — sign( ug) < 2et. 
于 是 J3(1) <2e | Al, VEL. 
(4) & 
Cs = Ci 十 15 = Cseèla( È), 
其 中 为 出 现 于 定理 4.9 的 常数 ,CI 为 出 现 于 定理 4.8 的 常数 , 则 
(4.92),(4.93) 推出 对 一 切 上 E 工 站 Loco), | do(x) € [eG;， 
| dalr) |— Kt 
Cr 


A], 1 u(r,t) | 之 K) Ke- Tel, 
这 里 (ae 六 = maxia,0}. 因 | W (u) IS 1, | | 志 1, 对 充分 小 的 
有 


El 


lw[[ (K - k)] jar+ [K+] Ao! 


€ 


<| ew [a ET)] Ja (r)i, 


Y: E L Ls,el. 


利用 交换 积分 变量 可 得 
à -2k \7* 
J£) <| w) Ja w+ [x +4) A; | 
C [>K I 2-2K 
<l. W(0dw + [K + 4 l A; |+ c|: W(a(r))d-. 
_ (q (r)>° _ 8” 
E WUU = = (ra D: 
J.G) < C(L A; I+ 1). 
(5) 联系 以 上 结果 推出 


3 


As) = DO + (7) 


<C(IA I+ 1). (4.107) 
X t > 0 WE 
t€ h, t>ta, fD 44. í<, (4.108) 
其 中 £ 充分 小 . 
(6) 设 y 为 一 光滑 阔 数 ,| x 1-> oo 指数 衰减 , 则 有 
2 
Agla) (drst) 一 一 ejy(- au + ae dr + 
€ E 1 E 8 E€ 
e| Dý - Du (- Au +G) Jde <- eføf- Au + Aflu ) 
DUO : Duy ¿21 Del, _ 。 2 2 
> ) + el Da Pd < [i Du | "y ax. 
令 
lr) = expl- VI+? 12), 
W Dyis ¿,R. 
a| plr) ldr;t) 去 二 | > | Du:s l gdr 
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< Efile) lars). 
KE IHEM > to > 0 有 
[ea drst) < bade (4.109) 
(7) 令 to 为 一 点 满足 (4 108), 则 由 (1) 有 


E (dr;to) < > “(la Ü LE [i —l,i);to) 
<W Xe ti )<C, 


其 中 W, 为 R* 中 单位 空间 的 体积 ,( 为 适当 常数 , 则 由 (4.109) 可 
得 


| 一 


[ZG (ari) < Cez， 
对 充分 小 的 s 和 
t > max} Ci, Ca, Csle?lnf | (4.110) 


RA. 
(8) it $ 为 任意 连续 函数 满足 


A: = supl! d(x) i eP r E Ld < co, 
则 1 é(+) I< Aglar), R. 
[isa denA, AD 


对 一 切 满足 (4.110) 的 t 和 充分 小 的 es > 0 成 立 . 因 对 任何 es > 0, 
由 (8)， 


A (dr:1) <H +4jdr， 
故 对 任何 上 之 0 有 
| | %(>) | ° (dr;t) <2(S 十 |) Cr)qz. (4.112) 


现 从 (6.111) 和 (6.112) 推出 (A) ,7 = v2. 
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